Ж 教育 数学 


Go to Educational Mathematics 


微 积分 快餐 


Dä £ iMa 


Www.sciencep.com 


肉 容 简介 


жвзнаун пн жантактеная HRN, шз 
же. аўютяхе—Тщ®. валйй>ю): 最少 的 定理 : E 
本 定理 和 秦 和 定理 ( 实 是 一 个 定理 ， 后 者 用 前 者 的 连用 ): MAWE 
тїт). ишнен жЕттиЖ, REEE). аю Пп Ө 
(ийже, ЛИХ тюм). жщ. ZAMENIM 
жт. WARR, жит, жати. мяно (ш 
-个 ) жут. щи 4 тизги. 

тах. MORARI = тї &—1)ш › 两 个 (或 一 个 ) 定 理 + 
-个 方程 归根结底, 名 是 两 业 阳 .两 行 算术 ,加 上 一 点 实数 ,没有 更 多 


图 书 在 版 编目 CIP) 数据 

MRHAR / НИЖ. LN: 科学 出 版 社 ，2009 

《 走 进 教育 数学 / ARIER) 

ISBN 978-70302504-8 

Lae П.М п-@м?-ттйя NOM- 

тенин Жн ВИТ CIP BREF (2009) 第 120428 号 

AARM: ж ж 

жами. © килин н ож 
жети бкр жай. RA 


ааа ша 
КИИ 
as ry 
Буе 
жаняаеестиянха ти 
matt Kamei 
атала — ж FE: Б (ona) 
om FINKE ож. юза мя: 
Gn, ism 78. mon 
定价 : soz 
各 有 印 装 质量 问题 ,我 社 负 责 沿 按 


总 F 


看 到 本 丛书 ， 多 数 人 会 问 这 样 的 问题 : 

“什么 是 教育 数学 ?” 

“教育 数学 和 数学 教育 有 何不 同 ?” 

简单 说 ， 改 造 数 学 使 之 更 适宜 于 教学 和 学 习 ， 是 教育 
数学 为 自己 提出 的 任务 . 

把 学 数学 比 作 吃 核桃 .核桃 仁美 味 而 富有 营养 ， 但 要 磺 
开 才 能 吃 到 它 ， 有 些 核桃 ， 外 过 与 核桃 仁 紧密 相依 ， 成 都 人 
形象 地 叫 它们 “ 卖 米子 核桃 " ， 如 若 硬 不 得 法 ， 硬 开 了 还 很 
难 吃 到 ， 数学 教育 要 研究 的 ， 就 是 如 何 砸 核桃 吃 核 桃 ， 教 育 
数学 呢 ， 则 要 研究 改良 核桃 的 品种 ， 让 核桃 更 美味 ,更 营 
Ж, Брате. 

“教育 数学 ”的 提 法 ， 最 早出 现在 笔者 1989 年 所 写 的 
《从 数学 教育 到 教育 数学 》 中 其 实 ， 教 育 数学 的 活动 早已 
有 之 ， 如 欧 几 里 得 著 《 几 何 原本 》， 柯 西 写 《分 析 教程 》， 
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都 是 教育 数学 的 经 典 之 作 - 

数学 教育 有 很 多 世界 公认 的 难点 ， 如 初等 数学 里 的 几 
何 和 三 角 ， 高 等 数学 里 面 的 微 积 分 ， 都 比较 难 学 . 为 了 对 付 
这 些 难点 ,很 多 数学 老师 、 数 学 教育 专家 前 赴 后 继 ， 做 了 
大 量 的 研究 ， 写 了 很 多 的 著作 ， 进 行 了 广泛 的 教学 实践 多 
FRM, LEKE, ЛЕКА, ЖЕЖ "АФЖ", 
少 学 或 者 不 学 ， 教育 数学 则 从 另 一 个 角度 看 问题 : 这 些 难点 
的 产生 ， 是 不 是 因为 前 人 留 下 来 的 知识 组 织 得 不 够 好 ， 不 
适 于 数学 的 教 与 学 ? 能 不 能 优化 数学 ， 改 良 数学 ， 让 数学 
知识 变 得 更 容易 学 习 呢 ? 

知识 的 组 织 方式 和 学 习 的 难 易 有 密切 的 联系 ， 英 语 中 
12 个 月 的 名 字 : January，February，……。 背 单词 要 花 点 工 
夫 吧 ? 如 果 改 良 一 下 ; 一 月 就 叫 Monthone， 二 月 就 叫 
Monthtwo， 等 等 ， 马 上 就 能 理解 ， 就 能 记 住 ， 学 起 来 就 容易 
$T. 生活 的 语言 如 此 ， 科 学 的 语言 一 一 数学 一 一 何尝 不 是 
这 样 呢 ? 

很 多 人 认为 ， 现 在 小 学 、 中 学 到 大 学 里 所 学 的 数学 ， 
从 算术 、 几 何 、 代 数 、 三 角 到 微 积分 ， 都 是 几 百 年 前 甚至 
几 千 年 前 创造 出 来 的 数学 这 些 数学 的 最 基本 的 部 分 ， 普遍 
DARBI ETH, HEART. 对 于 这 样 的 数学 内 容 ， 
除了 选择 取舍 ， 除 了 教学 法 的 加 工 之 外 ， 还 有 优化 改革 的 
余地 吗 ? 

但 事情 还 可 以 换个 角度 看 . 这些 进入 了 课堂 的 数学 ， 是 
在 不 同 的 年 代 ， 不 同 的 地 方 ， 由 不 同 的 人 ， 为 不 同 的 目的 
而 创造 出 来 的 而且 其 中 很 多 不 是 为 了 教学 的 目的 而 创造 
HRH. 难道 它们 会 自然 而 然 地 配合 菊 契 ， 适 宜 于 教学 和 学 


习 吗 ? ر‎ 
AR, хавла хвана, EREBA. N 
走 进 教育 数学 ， 看 看 教育 数学 在 做 什么 ， 有 助 于 回答 A 

这 类 问题 . 29 
随便 翻 翻 这 几 本 书 ， 就 能 了 解 教育 数学 领域 里 近 20 年 

来 做 了 哪些 工作 .从 已 有 的 结果 看 到 ， 教 育 数学 有 事 可 做 ， 

而 且 能 做 更 多 的 事情 . 
比如 微 积分 教学 的 改革 ， 这 是 在 世界 范围 内 被 广 为 关 注 

HF. 从 书 中 有 两 本 专 讲 微 积分 ， 主 要 还 不 是 讲 教学 方法 ， 

而 是 讲 改 革 微 积分 本 身 . 3 
由 牛顿 和 莱 布 尼 英 创建 的 租 积 分 ， 是 第 一 代 的 微 积分 ，。 站 

这 是 说 不 清楚 的 微 积 分 . 创建 者 说 不 清楚 ， 使 用 微 积 分 解决 

问题 的 数学 家 也 说 不 清楚 ,原理 最 然 说 不 清楚 ， 应 用 仍然 在 

茵 盛 发 展 ， 微 积分 在 说 不 清楚 的 情形 下 发 展 了 130 多 年 . 
жаен бо а T йыт тё, жщ 

了 机 积分 的 基础 ， 形 成 了 第 二 代 的 机 积分 . 数学 家 把 微 积分 

说 济 想 了 ， 但 是 由 于 概念 和 推理 移 琐 寺 回 ， 对 于 绝 大 多 数学 

习 高 等 数学 的 人 来 说 ， 是 听 不 明 自 的 微 积分 , MARDE S Kk 

学 习 者 听 不 明白 的 情形 下 ， 又 发 展 了 170 多 年 ， 直 到 今天 、 

第 三 代 的 微 积分 ， 是 正在 创建 发 展 的 新 一 代 的 微 积分 . 

人 们 项 望 微 积分 不 但 严谨 ， 而 且 直 观 易 懂 ， 简 吻 明快 .让 学 

习 者 用 较 少 的 时 间 和 精力 就 能 够 明白 其 原理 ， 不 但 知 其 然 

而 且 知 其 所 以 然 ， 不 但 数学 家 说 得 清楚 ， 而 且 非 数学 专业 的 

多 数学 子 也 能 听 得 明白 - 

第 一 代 微 积分 和 第 二 代 微 积分 ， 在 具体 计算 方法 上 基 

本 相同 ; 不 同 的 是 对 原理 的 说 明 ， 前 者 说 不 清楚 ， 后 者 说 
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清楚 了 . 

第 三 代 徽 积分 和 前 两 代 微 积 分， 在 具体 计算 方法 上 也 
没有 不 同 ; 不 同 的 仍 是 对 原理 的 说 明 . 

几 十 年 来 ， 国 内 外 都 有 人 从 事 第 三 代 微 积分 的 研究 以 
至 教学 实践 。 这 方面 的 努力 ， 已 经 有 了 显著 的 成 效 . 在 我 
国 ， 林 群 院士 近 10 年 来 在 此 方向 做 了 大 量 的 工作 .本 丛书 
中 的 《 微 积 分 快餐 》， 就 是 他 在 此 领域 的 代表 作 . 

古今 中 外 ,通俗 地 介绍 微 积分 的 读物 极 多 ， 但 能 够 兼 
顾 严 谨 与 浅显 直观 的 几乎 没有 .《 微 积分 快餐 )》 做 到 了 .一 
张 图 ， 一 个 不 等 式 ， 几 行文 字 ， 浓缩 了 微 积分 的 精华 ， 作 者 
将 微 积分 讲 得 轻松 活 小、 简单 明了 而 且 严 谨 自 封 ， 让 读者 
在 品尝 快餐 的 过 程 中 进入 了 高 等 数学 的 严 堂 。 

从 书 中 还 有 一 本 《 直 来 直 去 的 微 积分 》， 是 笔者 学 习 微 
积分 的 心得 ， 书 中 从 “上 时 过 度 有 时 比 平均 速度 大 ， 有 时 比 
平均 违 度 小 ”这 个 平凡 的 陈述 出 发 ， 不 用 极限 和 实数 , “it 
分 不 徽 ， 积 分 不 积 " ,直截了当 地 建立 了 微 积分 基础 理论 . 
书 中 概念 与 《 微 积分 快餐》 中 的 逻辑 等 价 而 星 现形 式 不 尽 
相同 ， 珠 途 同 归 ， 星 示 出 第 三 代 微 积分 的 丰富 多 彩 . 

回顾 历史 ， 牛 顿 和 拉 格 朗 日 都 曾 撰写 著作 ， 致 力 于 建 
立 不 用 极限 也 不 用 无 穷 小 的 微 积 分 ， 或 证 明 微 积分 的 方法 ， 
但 没有 成 功 ， 我 国 数学 大 师 华罗庚 所 撰写 的 《高 等 数学 引 
ж) 中， 也 曾 刻意 求 新 ， 不 用 中 值 定理 或 实数 理论 而 寻求 
直接 证 明 “ 和 导数 正则 函 教 增 ” 这 个 具有 广泛 应 用 的 微 积分 


J 基本 命题 ， 可 惜 也 没有 达到 目的 . 


前 华泰 斗 是 我 们 的 先驱 . 教育 数学 的 进展 实现 了 先驱 们 
, 微 积分 理论 的 愿望 . 


пьктнкоюя, кита Ене KRS 7 
变革 基本 思想 、 基 本 概念 ， 以 及 在 此 基础 上 建立 胸 基 本 定 | 
理 和 公式 ， 是 这 门 教学 的 筋骨 . KERR, EER A 
血 有 内， 中 国 高 等 教育 学 会 教育 数学 专业 委员 会 理事 长 、 全 \ 
国名 师 李 尚志 教授 的 最 新 力作 《教学 的 神韵 》， 是 有 血 有 
内 、 丰 满 生动 的 教育 数学 ， 书 中 的 大 量 精 彩 实例 可 能 是 你 我 
热 悉 的 老 故 事 ， 而 作者 却 能 推陈出新 ， 用 新 的 视角 和 方法 
处 理 老 问 题 ， 找 出 事物 之 间 的 联系 ， 发 现 不 同 中 的 相同 ， 
揭示 隐藏 的 规律 幽默 的 场景 该 谱 的 语言 ， 使 人 在 轻松 阅 
读 中 领略 神 竟 ， 识 破 云 机、 看 看 这 些 标题 ,，“ 简单 见 神韵”、 
"ямл". "Жейде", 可以。 “ 
想见 作者 的 功力 非 同一 般 ! 特别 值得 一 提 的 是 ， 书 中 对 微 积 
分 的 精 拜见 解 ， 如 用 代数 观点 演绎 无 穷 小 等 ， 适 用 于 第 一 
代 、 第 二 代 和 第 三 代 微 积分 的 教学 与 学 习 ， 望 读者 留意 
体味 

练武 功 的 上 乘 境界 是 “无 招 胜 有 招 "， 但 武功 仍 要 从 一 
招 一 式 入 门 。 解数 学 题 也 是 如 此 .著名 数学 家 和 数学 教育 家 
项 武义 先生 说 ， 教 数学 要 教 给 学 生 “大 巧 "， 要 教学 生 “ 运 
用 之 妙 ， 存 手 一 心 "， 以 不 变 应 万 变 ， 不 讲 或 少 讲 只 能 对 付 
一 个 或 几 个 题目 的 “小 巧 "， 我 起 所 谓 “ 无 招 胜 有 招 ” 的 境 
界 ， 就 是 “大 巧 ” 吧 ! 但 是 ， 小 巧 国 不 足 取 ， 大 巧 也 确实 
太 难 ， 对 于 大 多 数学 子 ， 还 要 重视 有 章 可 循 的 招式 ， 由 小 到 
大 ， 以 小 御 大 ， 小 题 做 大 ， 小 中 见 大 ， 朱 华 伟 教授 和 钱 展望 
教授 的 《数学 解 题 策略 》， 路 踏实 实地 从 一 招 一 式 一 题 一 法 
着 手 ,探秘 发 微 ， 系 统 地 并 述 数 学 解 题 法 门 ， 是 引领 读者 
登 党 入 室 之 作 .作者 是 数学 奥林匹克 领域 的 专家 . 数学 奥 林 
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KARRERA EN, REK. 我 看 了 这 本 书 里 的 不 少 例 
ж, 看 不 出 有 哪些 似曾相识 ， 真 不 知道 他 是 从 哪里 搜罗 
来 的 ! 

来 华 伟 教授 还 为 本 从 书写 了 一 本 《从 数学 况 赛 到 竞赛 
数学 ). 竞赛 数 学 当然 就 是 奥林匹克 数学 ， 华 伟 教授 认为 
竞赛 数学 是 教育 数学 的 一 部 分 、 这 个 看 法 是 言 之 成 理 的 数 
学 要 解 题 ， 要 发 现 问题 、 创 造 方法 . 年 复 一 年 进行 的 教学 况 
赛 活动 ， 不 断 地 为 数学 问题 的 宝库 注入 新 鲜血 液 ， 常 常 把 
学 术 形 态 的 数学 成 果 转 化 为 可 能 用 于 教学 的 形态 . 早期 的 国 
际 数学 奥林匹克 试题 ， 有 不 少 进入 了 数学 教材 ， 成 为 例题 
PIM. 竞赛 数学 与 教育 数学 的 关系 ， 于 此 可 见 一 更 

写 到 这 里 ， 思 不 住 要 为 数学 竞赛 说 几 句 话 ， 有 一 阵子 
媒体 上 出 现 不 少 讨伐 数学 竞赛 的 声音 ， 有 的 教育 专家 甚至 
认为 数学 竞赛 之 害 甚 于 黄 赌 毒 .我 看 了 有 关 报道 后 第 一 个 起 
法 是 ， 中 国 现在 值得 反对 的 事情 不 少 ， 论 轻重 缓急 还 远 远 
轮 不 到 反对 数学 竞赛 吧 . 再 仔细 读 这 些 反对 数学 竞赛 的 意 
见 ， 可 以 看 出 来 ， 他 们 反对 的 实际 上 是 某 些 为 年利 而 又 误 
人 子弟 的 数学 竞赛 培训 . 就 数学 竞赛 本 身 而 言 ， 是 面向 青 少 
年 中 很 小 一 部 分 数学 爱好 者 而 组 织 的 活动 这些 热心 参与 数 
学 竞赛 的 数学 爱好 者 (还 有 不 少数 学 爱好 者 参与 其 他 活动 
例如 青少年 创新 发 明 活动 、 教 学 建 楼 活动 、 近 年 来 设立 的 
жя ШЕЕ), ， 估 计 不 超过 约 两 亿 中 小 学 生 的 百 分 之 
五 . 从 一 方面 讲 ， 数学 竞赛 培训 活动 过 热 产 生 的 消极 影响 
和 升学 考试 体制 以 及 教育 资源 分 配 过 分 集中 等 多 种 因素 有 


纪 关 ， 这 笔 账 不 能 算 在 数学 竞赛 关上 ; 从 另 一 方面 看 ， 大 学 
.= 苦 生 和 教学 竞赛 挂钩， 也 正 说 明了 数学 竞赛 活动 的 成 功 因 
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功 并 且 被 认可 ,数学 竞赛 培训 活动 过 热 的 问题 自 жали 2 \ 


RAMT. 

回 到 前 面 的 话题 上 面 说 到 “大 巧 ” 和 “小 巧 "， 自 然 
想到 还 有 “中 巧 "， 大 巧 法 无 定 法 ， 小 巧 一 题 一 法 .中 巧 呢 ， 
则 项 望 用 一 个 方法 解 出 一 类 题目 .也 就 是 说 ， 把 数学 问题 分 
拉 别 类 ， 一 类 一 类 地 寻求 可 以 机 械 执行 的 方法 ， 即 算法 ， 中 
国 古 代 的 《 九 章 算 术 》， 就 贯穿 了 分 类 解 题 寻 求 算法 的 思 
U. 中 小 学 里 学 习 四 则 算术 、 代 数 方程 ， 大 学 里 学 习 求 导 
数 ， 学 的 多 是 机 械 的 算法 . 但是， 自古 以 来 几何 命题 的 证 明 
却 千变万化 ， 法 无 定 法 .为 了 找寻 几何 证 题 的 一 般 规 律 ， 从 
KILL, PLIE RAF, АЕ, KAAR. AM 
最 高 科技 奖 获得 者 、 著 名 数学 家 吴 文 俱 院 士 指出 ， 希 泵 伯 
特 是 第 一 个 发 现 了 几何 证 明 机 械 化 算法 的 人 .在 《几何 基 
础 》 这 部 名 著 中 ， 希 尔 伯 特 对 于 只 涉及 关联 性 质 的 这 类 几 
何 命题 ， 给 出 了 机 械 化 的 判定 算法 .由 于 受 时 代 的 局 限 性 ， 
项 尔 伯 特 这 一 学 术 成 果 并 不 为 太 多 人 所 知 . 直到 1977 +, 
吴 文 俊 先 生 提出 了 一 个 新 的 方法 ， 可 以 机 械 地 判定 初等 几 
何 中 等 式 型 命题 的 真 假 . 这 一 成 果 在 国际 上 被 称 为 “ 吴 方 
法 "， 它 在 几何 定理 机 器 证 明 领域 中 掀起 了 一 个 高 潮 ， 使 这 
个 自动 推理 中 最 不 成 功 的 部 分 变 成 了 最 成 功 的 部 分 . 

吴 方 法 和 后 来 提出 的 多 种 几何 定理 机 器 证 明 的 算法 ， 
都 不 能 给 出 人 们 易于 检验 和 理解 的 证 明 ， 即 所 谓 可 读 证 明 . 
国内 外 的 专家 一 度 认 为 ， 机 器 证 明 的 本 质 在 于 “用 量 的 复杂 


的 青少年 各 得 其 所 ， 把 各 种 活动 都 办 得 像 数 学 竞赛 这 样 成 A 
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克服 质 的 困难 " ， 所 以 不 可 能 机 械 地 产生 可 读 证 明 . 

笔者 基于 1974 年 在 新 恰 教 初中 时 指导 学 生 解决 几何 问 
题 的 心得 ， 总 结 出 用 面积 关系 解 题 的 规律 ， 在 这 些 规律 的 基 
础 上 ，1992 年 提出 消 点 算法 ， 和 周 成 青 、 高 小 山 两 位 教授 
合作 ,创建 了 可 构造 等 式 型 几何 定理 可 读 证 明 自 动 生成 的 
理论 和 方法 ， 并 在 计算 机 上 实现 . 最 近 在 网 上 看 到 ， 面积 消 
虚 法 也 多 次 在 国外 的 不 同 的 系统 中 实现 了 ， 本 丛书 中 的 
《几何 新 方法 和 新 体系 》， 包 括 了 面积 消 点 法 的 通俗 阅 述 ， 
以 及 笔者 提出 的 一 个 有 关 面 积 方法 的 公理 系统 ， 由 冷 拓 同 
志 协 助 笔者 整理 成 书 ， 教 育 数学 研究 的 副产品 解决 了 机 器 证 
明 领 域 中 的 难题 ， 对 笔者 而 言 实 属 侥幸 . 

基于 对 数学 教育 的 兴趣 ， 笔 者 从 1974 年 以 来 ， 在 30 多 
年 间 持续 地 探讨 面积 解 题 的 规律 ， 想 把 几何 变 容易 一 些 ， 后 
来 发 现 ， 国 内 外 的 中 学 数学 教材 里 ， 已 经 把 几何 证 明 删 得 
差不多 了 . ТА “ЫА”, 把 三 角 作 为 研究 的 重点 ， 数 
学 教材 无 论 如 何 改 甘 ， 三 角 总 是 删 不 挤 的 吧 . 本 从 书 中 的 
《一 线束 通 的 初等 数学 》， 讲 的 是 如 何在 小 学 数学 知识 的 基 
础 上 建立 三 角 ， 以 三 角 的 发 展 引出 代数 工具 并 探索 几何 ， 
把 三 者 事 在 一 起 的 思路 . 

在 《一 线 事 通 的 初等 数学 》 中 没有 提 到 向 量 ， 其实 ， 
向 量 早 已 下 放 到 中 学 ， 与 传统 的 初等 数学 为 伍 了 ， 在 上 海 的 
数学 教材 里 甚至 在 初中 就 开始 讲 向 量 . 讲 了 向 量 ， 自 然 想 试 
试用 向 量 解决 几何 问题 ， 看 看 向 量 解 题 有 没有 优越 性 ， 可 异 
在 教材 里 和 刊物 上 出 现 的 许多 向 量 例题 中 ， 方 法 略 娘 繁 项， 
而 不 如 传统 的 几何 方法 简捷 优美 如何 用 向 量 法 解 几何 


уг 
© *Җ? 能 不 能 在 大 量 的 几何 问题 的 解决 过 程 中 体现 向 量 解 是 


NO) 


的 优越 性 ? 这 自然 是 教育 数学 应 当 关 心静 了 个 问题 - 
Жава Ож). 5F A 


ч 


明 ， 如 果 掌 握 了 向 量 解 题 的 要领， 在 许多 情形 下 ， 向 量 法 “< 


比 纯 几何 方法 或 者 坐标 法 二 得 更 漂亮 这 要领 ， тте \ 


基本 性 质 ， 关 键 就 是 “回路 法 "， 绕 来 绕 去 ， 就 是 回路 之 
意 . 回路 法 是 笔者 的 经 验 谈 ,没有 考证 前 人 是 否 已 有 过 ， 更 
没有 上 升 为 算法 .书稿 主要 由 彭 全 成 同志 执笔 ， 绝 大 多 数 例 
子 ， 也 是 他 采集 加 工 的 . 

谈 起 中 国 的 数学 科普 ， 谈 祥 柏 的 名 字 几乎 无 人 不 知 . 老 
先生 年 近 八 科 ， 从 事 数学 科普 创作 超过 半 个 世纪 ， 出 书 50 
SM, IERTA. ATR HR -ht ат 
为 本 丛书 所 写 的 《数学 不 了 情 》 的 字里行间 ， 哪 怕 仅 仅 信 
手 番 上 几 页 ， 哪 怕 是 对 数学 知之 不 多 的 中 小 学 生 ， 也 会 被 
一 个 个 精彩 算 例 所 显示 的 数学 之 美和 数学 之 奇 深 深 吸引 ， 书 
中 涉及 的 数学 知识 似乎 不 多 不 深 ， 所 蔓 含 的 哲理 却 足以 使 
REREEG. 例如 ， 书 中 揭示 出 高 等 代数 的 对 称 、 均 本 与 
和 谐 ， 展现 了 古老 学 科 的 青春 ; 书 中 提 到 海峡 两 岸 的 数学 
爱好 者 发 现 了 千 百 年 来 从 无 数学 者 、 名 人 的 眼皮 底下 滑 过 
去 的 “自然 数 高 次 方 的 不 变 特性 ”"， 这些 生 动 活 波 的 素材 
兼 有 冰冷 的 思考 与 火热 的 激情 ， 无 论 读者 偏 文 偏 理 ， 均 会 
有 所 收益 

沈 文 选 教授 长 期 从 事 中 学 数学 研究 、 初 等 教学 研究 、 
奥林匹克 数学 研究 和 教育 数学 的 研究 ， 他 的 《 走 进 教育 数 
学 》 和 本 从 书 同名 ,是 一 本 从 学 术 理论 角度 探索 教育 数学 
的 著作 .在 书 中 他 试图 诠释 “教育 数学 ”的 概念 ,探究 
“教育 教学 ”的 思想 源头 与 内 涵 ; 提出 “整合 创新 优化 "、 
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“ 返 开 归真 优化 ”等 优化 数学 的 方法 和 手段 ; 并 提供 了 丰富 
的 案例 .笔者 原来 杜 把 出 “教育 数学 ”的 概念 ， 虽 然 有 些 
实例 ， 但 却 凌乱 无 序 ， 不 成 系统 ， 经 过 文选 教授 的 旁 征 博 
引 ， 诠 释 论 证 ， 居 然 有 了 粗 具 规模 的 体系 框架 ， 有 点 学 科 
模样 了 .这 确 是 意外 的 收获 . 

浏览 着 这 风格 不 同 并 且 内 容 包 出 的 10 本 书 ， 教 育 数学 
领域 的 现状 历历 在 目 . 这 是 一 个 开放 来 新 的 园地 ， 一 个 莲 物 
发 展 的 领域 .在 这 里 耕耘 劳作 的 人 们 ， 起 的 是 教育 ， 做 的 是 
数学 ， 为 教育 而 研究 教学， 通过 丰富 发 展 数学 而 推进 教育 . 
在 这 里 大 家 都 做 自己 想 做 的 事 ， 提 出 新 定义 新 概念 ， 建 立 
新 方法 新 体系 ， 发 气 新 间 题 新 技巧 ， 寻 求 新 思路 新 趣味 ， 
凡 此 种 种 ， 无 不 是 为 教育 而 做 数学 . 

为 教育 而 做 数学 ， 做 出 了 些 结果 ， 出 了 这 套 书 ， 这 仅 
仅 是 开始 . 真正 重要 的 是 进入 教材 ， 进 入 课堂 ， 产 生 实效 ， 
让 千 千 万 万 学 子 受益 ， 进 而 推动 社会 发 展 ， 造 福 人 类 . KF 
是 作者 们 和 出 版 者 的 大 期 望 ， 切 望海 内 外 同道 者 和 不 同道 者 
指正 批评 ， 相 与 切磋 ， 共 求 真 知 ， 为 数学 教育 的 进步 贡献 


力量 . 
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数学 需要 创造 性 的 读者 ， 每 段 都 需 
要 严格 的 措 问 和 推 藏 . 


Akitaka, AKS, KAT. 内容 即使 能 够 背 
下 ， 也 是 知 其 然而 不 知 其 所 以 然 D， 只 能 照 本 宣 科 ， 或 拿 结 
论 做 题 ， 如 果 教 师 自 己 一 知 半 解 ， 学 生 岂 不 更 加 迷糊 ? 所 


以 我 一 直 有 改变 其 状态 的 愿 

望 ， 直到 有 一 天 ， 我 在 一 桂 

古 树 下 载 步 ， 听 到 导游 对 现 ES 
光 团 讲解 : REHEK Ж 

长 高 ， 年 年 有 测量 员 来 测 高 moi HERAME (RM) 
ш: 本 是 日 常事 ， 却 是 说 者 

ЖЖЖ: 树 高 是 怎么 测 的 ? 必须 砍 树 吗 ? 学 过 中 学 
就 知道 ， 有 了 斜率 的 概念 ， 无 需 夏 树 (或 私 树 ) 也 能 测 


O 其 他 教师 也 有 同感， 这 说 明 现 有 教材 把 币 积 分 写 得 坟 难 了 . 


Rs 
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出 树 高 (图 0-1). 多 轻松 ， 谁 
说 针 率 (数学 概念 ) 没 有 用 ! 更 
有 用 的 是 ， 由 此 哲 到 机 积分 的 4, 
酵母 (或 灵感 ) ， 认 出 它 的 真 面 * 
A: 只 要 把 直角 三 角形 的 儿 边 
ТКЖ, КААШ Енш E 
(图 0-2). 便 可 由 中 学 三 角 ( 直 тоз 大 学 曲 边 三 角形 〈 发 醇 ) 
边 ) 进 入 大 学 微 积分 ( 曲 边 ) 甚 EMAR (ши) так 
Ibra. (WO жавпя OUA). 
ЖИДЕК BB? 这 不 就 是 曲 边 三 角 吗 ? 所 
以 ,大 学 和 中 学 既 不 同 ( 曲 和 直 ) 又 统一 ( 都 是 三 角 学 ,都 用 
HERM)! 
怎么 想得到 ， 一 位 导游 竟 成 了 我 的 微 积分 启蒙 老师 : 
教室 一 学 期 ， 树 下 一 分 钟 !2 圣人 (牛顿 ) 曾 在 苹果 树 下 发 现 
了 万 有 引力 ， 凡 人 在 古 树 下 解读 了 微 积 分 ， 树 下 这 个 心得 
微 积 分 不 过 是 求 高 ， 值 得 推广 我 曾 到 一 些 院 校 交流 过 ， 
并 在 一 位 朋友 的 激励 下 ， 把 心得 发 表 在 光明 日 报 和 人 民 日 
MEC 年 )， 总 之 ， 照 着 一 张 求 高 图 一 眼 认 出 微 积 分 的 
КЕН. 图形 在 先 ， 证 明 在 后 3， 没有 想到 ， 一 个 小 诀窍 ， 
能 用 两 行 算术 一 举证 明了 基本 定理 (长 了 记 不 住 ) ， 泰勒 定 


加 ”这 是 最 简单 的 一 个 折 分 方程 ， 还 有 最 实际 的 一 个 猴 分 方程， 见 本 书 1 12 节 ， 这 
时 要 用 实数 【大 学 数学 ) 

о 我 在 教室 学 的 是 求 面积 先 变 成 原 示 数理 求 导 ， 这 是 向 接 法 ， 凡 人 想不到 ， 天 
(дыз 在 树 下 学 的 是 求 商 (所 以 利用 鲜 率 ， 这 是 直接 法 ， 凡 人 也 想得到 ， 是 必然 
юва). 

2 етаяхенан, хяатаван. палави, игхя, ATA 


X 


再 的 真面目 也 一 眼 认 出 (不过 是 基本 定 建国 过 用 
找 证 明 ， 微 积分 的 核心 概念 (微分 和 积分 ) 和 关 


A 
定理 和 泰勒 定理 ) ， 由 一 学 期 、 几 百 页 压 到 几 学 时 、 几 页 ， 了 AN 上 
使 物理 和 数学 同步 教学 . PAN 


KERABUPER, EERS (эи, кта 


证 明 的 结果 ) ， 可 能 是 最 小 的 代价 怎么 会 有 这 么 轻松 的 
事 ? TEB? 严格 吗 ? 准确 吗 ? АЖАН? 好 在 数学 中 
的 真 伪 是 能 判断 的 。 当 读者 仔细 研读 了 本 书 头 几 页 (只 要 头 
几 页 ) 后 ， 不 必 相信 一 面 之 词 ， 自 己 能 做 出 真 伪 的 判断 . 

本 书 突出 重点 ， 不 计 其 余 ， 没 有 太 多 太 难 的 东西 (除了 
第 5 章 微分 方程 ， 都 不 用 实数 ) ， 只 是 必需 品 ， 不 奢侈 〔 功 


能 少 ， 短平快 ). 
HA 
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第 1 章 “白话 微 积分 (轻松 但 严格 ) … 
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1.2 
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15 
1.6 
1.7 
1.8 


| твая 
palate too a Mathematics 


切线 和 微分 :计算 相对 误差 

积分 学 :计算 相对 误差 的 平均 
完整 的 微 积分 ( 初学 略 去 ) … 
副产品 (基本 定理 的 用 处 和 无 能 ) 
从 求 高 转 到 求 面积 (基本 定理 的 另 一 解读 ) 
КУРЫКСА) … 
001—8 
人 口 预测 
《战争 与 和 平 ) 的 解读 


112 ”微分 方程 的 求解 (有 核 于 实数 ) 
1.13 WA 
1.14” 血 和 肉 (应 用 和 练习 ) 
附录 登山 对 话 … 


第 2 章 微分 法 (函数 体 的 微分 学 ) 
21 
22 
23 
24 
25 
附录 “微分 法 则 的 推导 … 

第 3 章 积分 法 ( 函数 体 的 积分 学 ) 


3.1 基本 定理 :简单 形式 … 
3.2 RER … 
33 :充分 条 件 (初学 不 读 ) 
3.4 ”由 微分 表 得 积分 表 … 

3.5 ”积分 表 的 突破 :自然 对 数 和 指数 (有 加 于 实数 
3.6 ”积分 代 换 法 


43 数值 积分 


3.7 分 部 积分 法 : 
3.8 面积 测量 
зо 弧 长 测量 
4 章 泰勒 定理 (基本 定理 的 连用 ) - 
41 重 写 微分 定义 … 
4 2 重 写 泰勒 余 项 


44 ж = 
45 欧 拉 公式 … 
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S.1 一 阶 微分 方程 … 
52 二 阶 微分 方程 (牛刀 杀 鸡 
5.3 Rie: 


附录 “积分 数值 方法 
5 章 微分 方程 ( 才 用 到 实数 ) < 


附录 ”微分 方程 的 存在 定理 (初学 略 去 ) 


第 6 章 多 元 微 积分 (并 行 推广 ) … 
6.1 格林 公式 
62 RMRI 
63 求 高 公式 … 
6.4 求 面积 公式 

第 7 章 ”轻松 的 抽象 微 积分 ( 照 猫 画 虎 ) 
7.1 函数 和 向 量 
72 抽象 微 积分 
附录 “微分 方程 计算 四 步 曲 
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世上 只 有 数学 学 科 才 是 严格 的 ， 
太 稚 得 ， 丢 掉 严 格 等 于 丢 挤 人 类 最 宝 
Жем! 微 积 分 达到 严格 和 轻松 的 
平衡 . 


大 学 和 中 学 的 数学 差别 在 于 曲 和 直 ， 怎 样 阐明 这 差别 ( 最 后 
消除 差别 以 直 解读 曲 )? 本 章 前 两 节 的 几 页 中 ， 通 过 白话 和 图 
0, 加 上 几 行 算术 ， 来 完成 这 任务 ， 多 轻松 1 

由 于 白话 把 数学 人 文化 了 ， 放 弃 形式 推理 ， 又 兼顾 严格 性 ， 
显得 不 三 不 四 ， 初 读 难 知 所 云 ， 更 需要 创造 性 的 思考 和 拷问 ， 但 
是 ， 如 果 通 过 思考 能 读 几 页 就 人 门 ， 值 得 ! 


1.1 切线 和 微分 :计算 相对 误差 
先 有 图 形 : 把 井 线 小 丰 用 切线 来 代 普 ， 出 现 误差 再 有 严格 


8... .... 
处 理 : 计算 更 有 用 的 “相对 误差 ”( 关 键 词 ) 而 不 是 误差 自身 . 
先 有 感觉 : 什么 是 曲线 的 切线 呢 ? 几何 感觉 就 是 在 一 点 附近 
最 “贴近 ”于 曲线 的 那 条 直线 (最 好 的 逼近 )、 它 怎么 构造 呢 ? 
按 现 有 教材 ， 为 了 在 点 上 处 决定 切线 ， 在 曲线 上 取 与 上 不 同 的 点 
s, IMR is, EE s 沿 着 曲线 去 接近 t, MRAR is 趋向 一 个 
极限 位 置 ， 则 这 个 极限 位 置 的 直线 就 叫做 曲线 在 点 处 的 切线 
《图 1-1). 


图 1-1 曲线 在 点 :处 的 切线 


何谓 极限 位 置 ? 这 只 是 感觉 ! 制 线 的 极限 位 置 ， 或 切线 ， 不 
一 定 存在 ， 如 果 它 存在 ， 就 称 曲线 在 这 一 点 处 “可 微 "， 本 书 只 
考虑 可 微 的 情形 ， 即 假设 切线 存在 ! 
为 什么 切线 在 点 上 附近 最 贴近 于 曲线 呢 ? 让 我 们 来 计算 它们 
之 间 的 “距离 ”( 图 1-2) : 起 点 附近 
w 测量 误差 = 小 段 高 - 切线 高 ， (1-1) 
© пай = ВЖЖ. a-2) 
D) 由 图 1-2 看 得 见 ， 无 需 花 脑筋 计算 ， 这 个 测量 误差 会 随 着 曲 
“ 


©) 


图 1-2 йад?) 
®ад- овд 


线 小 段 变 小 而 变 小 ， 但 是 ， 更 有 用 的 是 “相对 误差 "， 或 测量 误 __ 
差 和 所 取 曲 线 小 眉 ( 或 底 ) 之 比 ， | 


илаш = KE . (1-3) 


它 又 是 什么 呢 ? 看 得 见 吗 ? 由 切线 的 几何 构造 (图 1-3): 起 点 
附近 


be] 


тз 计算 相对 误差 


|. mR: 
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斜率 〈 或 平均 变化 率 -瞬时 变化 率 ). 
更 清楚 些 ， 通 过 三 角 关 系 式 认 出 它 的 真面目 : 
相对 误差 = |tang - tang, | < С\ө - 0, | <1. (1-4) 
右 端 已 是 可 见 的 变量 (其 中 9 EMAM, CERRO). MULE 
随 着 制 线 趋 向 切线 (或 底 变 小 ) 会 变 得 任意 小 ( 指 绝对 值 小 于 任 一 
指定 的 数 ， 今 后 简 记 为 <1)。 这 里 我 们 有意 用 可 见 的 量 衙 开 正 
统 教材 中 抽象 的 a -5 语言. 
i 相对 误差 (1-4) 很 小 ， 说 明 测量 误差 (1-1) 不 是 一 般 的 小 ， 
而 是 非常 小 . 
N. Amold( 1995 ) 的 动画 (图 1-4) 也 说 明了 这 一 点 : 如 果 底 很 
小 ， 测 量 误差 便 非常 小 ， 这 就 是 为 什么 相对 误差 会 很 小 的 原因 . 


سر 


© 
© 
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图 1-4 切线 性 质 
ARRE JARAN ARMER. 


zia саак 


先 有 图 形 后 再 严格 : 前 面 (图 1-1) ОРЕВ, gy 
EIF, KERM гєн. RE] изи ТШЕ. А 
利用 代数 公式 (1-3) 或 (1-4) 的 N 
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(起 点 附近 ， 下 同 ) 定义 切线 : 切线 被 它 惟一 确定 下 来 ，( 见 注 
2)， 这 就 是 切线 存在 (或 曲线 可 微 ) 的 代数 定义 ， 也 是 本 书 惟一 
用 到 的 定义 ， 缺 它 不 行 ! 初学 者 最 难 接受 “相对 误差 ”这 个 概 
A, 总 觉得 别扭 ， 但 是 法 国 数学 课程 标准 (2001 ) 高 三 部 分 ( 见 
(1-19) ) 都 能 这 人 么 讲 ， 我 们 也 要 有 信心 ! 

为 什么 要 讲 相对 误差 呢 ? 通过 它 ， 才 能 划 清 切线 和 制 线 的 ы 
界线 .如果 用 其 他 直线 来 代替 曲线 ， 不 能 使 起 点 附近 相对 误差 
变 小 ( 见 注 3)， 只 有 切线 ， 才 能 使 它 变 小 ， 所 以 是 最 好 的 代替 
因此 ， 微 分 学 不 是 一 般 的 以 直 代 曲 ， 而 是 选 切 线 一 一 这 一 点 非 
常 明智 ! 

注 1( 初 学 略 去 ) 对 于 (1-4) 中 抽象 符号 “<1” 还 有 一 个 解 
W: 在 常见 情形 ( 曲线 不 仅 可 微 ， 而 且 更 光滑 ， 见 1.11 节 注 6) 
这 个 比值 (或 19- 8,1) 只 跟 曲 线 小 眉 或 底 的 大 小 成 比例 ， 因 而 随 着 
底 一 起 变 小 ， 底 有 多 小 它 就 能 多 小 ”于 是 ，<1 RR In 0 那 
样 ， 会 变 得 任意 小 ， 无 需 e -5 语言 - 


注 2( 切 线性 质 ) 《1-1),(1-2),(1-3),(1-5) 已 含 惟一 性 . 
反 证 法 : 如 果 曲 线 小 段 在 起 点 有 两 条 切线 ， 有 两 个 斜率 4 和 В, 
得 到 附近 不 同 的 相对 误差 C 和 D: 


DRR pp ,测量 误差 
底 斜率 + 底 


1... RAKR 
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=4+ 相 对 误差 C 
=B+ 相 对 误差 D. 
+ 
4: =A -B= 相对 误差 D -相对 误差 C. 
右 端 相对 误差 在 起 点 附近 能 够 小 于 定数 4， 结 果 d <а, FR. 
EI (初学 略 去 ) 切线 的 测量 误差 跟 底 相 比 趋 于 零 ， 但 是 
其 他 直线 的 测量 误差 跟 底 相 比 趋 于 非 零 常数 ， 看 图 自明 
《图 1-5)。 


С" 


图 1-5 制 线 的 相对 误差 
звана ane, М 
ARER ше Ж ОВА ung uma, = Я. МЖО (04) 


所 以 , 切线 ， 也 只 有 切线 的 测量 误差 才 是 最 小 (最 好 的 通 近 )， 
S) 这 就 是 为 什么 把 曲线 小 段 换 成 切线 (最 好 的 代替 )， 曲 线 在 一 点 
NO (是 有 惟一 的 切线 密切 贴近 它 ， 这 就 是 微分 学 的 秘诀! 

/ 以 上 是 曲线 在 一 点 处 的 切线 .如 果 曲 线 在 不 同 的 点 处 都 存在 


第 1 章 сак 


切线 ， 就 称 这 曲线 点 点 “可 微 ”或 处 处 “ 光 注 ?. 
只 考虑 点 点 可 微 的 情形 。 所 以 曲线 在 各 点 附近 的 相对 N 
但 是 要 注意 ， 当 曲线 从 一 点 移 到 另 一 点 时 ， 相 对 误差 (或 测量 误 IN 
差 ) 变 小 的 速度 有 快 有 慢 ， 不 见得 一 致 、 或 者 说 ， 要 使 各 点 附近 过 j 
相对 误差 小 于 同一 个 指定 的 数 ， 用 的 底 有 长 有 短 ， 不 见得 一 致 

相对 误差 的 概念 如 此 重要 ， 需 要 读者 创造 性 的 思考 和 严格 的 
ии. 

暂停 ， 下 面 由 切线 转 到 微分 . 

有 了 切线 或 斜率 的 定义 ， 就 有 了 微分 (或 切线 高) 的 定义 : 

微分 = 斜率 x 底 ， (1-6) 

зый Вид ЖИ, Т2: Эр ВЗ 
的 测量 误差 (1-1)。 后 者 非常 小 ， 以 至 于 和 所 有 曲线 小 自 ( 或 底 ) 
相 比 ， 相 对 误差 (1-4) 也 很 小 、 法 国 数学 课程 标准 (2001 ) 高 三 部 
分 就 是 这 么 刻画 微分 的 ( 见 (1-19) ) ， 必 须 接受 它 ! 

至 此 ， 微 积分 的 首要 任务 一 一 图 1-2: 曲线 小 段 求 高 ( 微 
分 ) ， 计 算 相对 误差 ,已 经 完成 ! 

本 节 定 义 的 微分 是 最 好 的 通 近 ， 它 保证 相对 误差 之 ]， 这 为 
下 面 的 积分 学 做 好 了 准备 


1.2 积分 学 :计算 相对 误差 的 平均 


1.1 节 考虑 的 是 曲线 小 段 ， 本 节 转 向 曲线 全 段 ， 它 用 分 段 切 
线 来 代替 (也 叫 包 络 )。 自 然 地 ， 全 段 ( 曲 边 三 角形 的 ) 高 便 用 分 


B.. nare 
асат Мает 


段 微分 ( 直 边 三 角形 的 高 ) 的 和 来 代 蔡 ( 图 1-6). 


图 1-6 曲线 全 肌 求 高 
ахкятжжин, KHERA. 

让 我 们 计算 这 差 量 : 

全 段 误差 = 全 段 高 -微分 的 和 = (小 段 高 -微分 ) 的 和 

= (测量 误差 ) 的 和 . (1-7) 

(用 到 (1-2) (1-6) )， 右 边 的 和 又 怎么 计算 呢 ? 当 分 割 加 密 时 ， 
项 数 会 越 来 越 多 ， 会 不 会 造成 误差 积累 或 扩大 呢 ? 还 是 像 我 们 所 
期 望 的 ， 会 变 得 任意 小 呢 ? 凭 感觉 不 够 了 ， 有 待 进一步 计算 

很 幸运 ， 通 过 两 行 算术 ， 右 边 的 和 立刻 改写 为 1. 1 节 有 过 的 
“局 部 相对 误差 ”的 平均 : 


《测量 误差) 的 和 ， 


底 的 和 pao (PFR: 一 行 算术 ) 


“(кект )( ) + тш ЙЕ” 
《其 中 系数 >0， 相 加 = 1， 又 一 行 算术 ) 


j 2, юты 


-SRRA ey, 


зухнакая. 是 大 或 小 只 关心 它们 平均 后 的 大 小 F 2) 


是 ， 由 于 分 母 ( 底 的 和 ) 是 常数 C， 分 子 2) 
《测量 误差 ) 的 和 = с. (相对 误差 ) 的 平均 
或 (1-7) 中 全 段 误 差 : 
全 段 高 -微分 的 和 = C (相对 误差 ) 的 平均 ， (1-8) 
这 算是 证 明 还 是 改写 ? 从 头 到 尾 ， 只 用 两 行 算术 ! 
幸运 结论 (1-8) 称 为 转换 恒等式 ,把 (1-7) 中 的 求 和 改写 
为 平均 ， 而 不 是 放大 ! 
由 (1-8) 左 边 感觉 不 到 误差 的 大 小 ， 但 是 右边 改写 为 1.1 节 
有 过 的 “局 部 相对 误差 ”后 ， 才 认 出 了 全 段 误差 的 真面目 ， 于 
是 ， 转 换 恒 等 式 (1-8) 给 出 了 基本 定理 必要 且 充 分 的 条 件 : ME. 
仅 当 
| 平均 |<1 (1-9) 
《小 于 任 一 指定 的 数 ) ， 才 有 
ева -微分 的 和 | =C， | 平均 |<1. (1-10) 
此 即 基本 定理 .何以 见得 ? 由 于 (1-10) 中 的 全 纂 高 是 给 定 的 常 
数 ， 微 分 和 就 是 一 个 黎 昌 和 ，(1-10) 便 读 作 
І - REA, 
或 黎 昌 和 趋 于 这 个 常数 ， 这 就 称 为 可 积 ((1-9) 称 为 可 积 条 件 ). 
这 个 常数 就 定义 为 积分 : 
全 段 高 = 微分 的 积分 (1-11) 


M... HRH 
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WRO- ЖЯ БЕШ, HEF ETE 1-12 比照! 
下 面 的 讨论 有 点 哪 嗪 ， 初 学 略 去 - 
基本 定理 (1-11 ) 乃 微 积分 之 本 ， 是 今后 一 切 应 用 之 平台 UA 
清 它 ， 一 本 万 利 。 由 于 (1-9) 是 基本 定理 的 必要 且 充 分 的 可 积 条 
件 ， 它 便 成 为 认 清 基本 定理 的 出 发 点 ， 所 以 必需 仔细 观察 初 看 
起 来 ， 平 均 介 于 某 两 个 相对 误差 之 间 ， 既 然 每 个 都 很 小 ， 那 么 平 
均 是 不 是 就 很 小 呢 ? 对 一 般 的 人 就 差不多 了 ;对 严谨 的 人 ， 仔 细 
一 想 ，(1-9) 中 的 平均 有 无 限 多 个 ， 对 应 于 各 个 分 割 ， 当 这 些 分 
_ ” 制 加 密 ， 各 段 相对 误差 会 不 同 程度 地 变 小 ， 不 见得 一 致 小 于 同一 
个 指定 的 数 ， 未 必 保 证 平均 变 小 、 幸 亏 ， 存 在 更 简单 的 判别 法 
MF: 
1) 曲线 “一 致 可 微 "， 这 是 指 相对 误差 不 依赖 于 分 点 的 位 
10, HEN, rk 
1( 相 对 误差 ) 的 上 界 |<1 (1-12) 
( 当 底 变 小 )。 由 于 
| 平均 | <| (相对 误差 ) 在 某 一 分 点 | 
到 |( 相对 误差 ) 的 上 界 | ， 
于 是 全 段 误差 有 估计 : 对 于 任何 分 割 
| 全 段 高 -微分 的 和 | <C*|( 相对 误差 ) 的 上 界 |. (1-13) 
条 件 (1-12) 正 是 拉克 斯 书 中 (1980) 所 用 的 条 件 ， 并 不 稀奇. 
二 它 还 等 价 于 
2) 曲线 “连续 可 微 ”. 
由 于 等 价 性 的 证 明 有 赖 于 实数 ， 所 以 初 读 先 承认 . 


但 是 ， 条 件 (1-12) 只 是 充分 并 非 必 要 Е 
“连续 "， 这 些 地 方 的 相对 误差 就 不 会 一 致 变 小 
均 可 能 变 小 ， 例 如 ， э? 

3) 曲线 “可 微 "， 但 有 “有 限 个 间断 点 ”- 这 时 有 限 个 相对 二 
误差 只 是 有 界 ( 见 (3- 11) ) ， 平 均 也 能 变 小 ， 于 是 全 段 误 差 也 有 
估计 (1-13) ， 但 要 加 小 扰动 ( 见 (3-13) ) 

4) 曲线 “可 微 且 单调 ， 允 许 有 “无 限 个 间断 点 "， 这 时 相 
对 误差 的 和 能 够 保持 有 界 ( <C, 见 (3-16))， 所 以 ，(1-9) 的 平 
С. ОКК), ， 是 可 见 量 ， 于 是 全 段 误 差 有 估计 : 

| 全 段 高 -微分 的 和 | <C (最 大 底 ) ,， (1-14) 
其 中 常数 见 (3-17) ， 右 边 可 算 ， 无需 a -6 语言 . 

BZ, 认 出 了 (1-9) 的 上 界 之 后 , 便 知 (1-7) 中 全 段 误 差 当 
分 制 加 密 ， 会 变 得 任意 小 ”如 愿 以 偿 ! 

上 面 的 基本 定理 (1-11) 先 照 着 图 形 认 出 它 的 真面目 ， 再 用 两 
行 算术 严格 证 明之 (不 至 于 似是而非 ) ， 无 需 实数 (在 情形 1) ,无 
Же -6 语言 (在 情形 (1-14) ) ， 连 数学 符号 都 不 用 ， 这 可 能 是 最 
小 的 代价 ， 又 是 丰满 的 (恒等式 ， 必 要 且 充 分 条 件 )， 多 轻松 ! 

到 此 ， 微 积分 的 第 二 任务 一 一 图 1-6: 曲线 全 段 求 高 (微分 
的 积分 或 基本 定理 ) ， 计 算 相 对 误差 的 平均 ， 也 已 经 完成 ! 

总 之 ， 参 照 图 1-2 和 图 1-6， 计 算 误差 (1-4) 和 (1-8) ， 便 轻 
松 地 到 达 微 积 分 的 彼岸 : 

总 结 ”微分 学 就 是 曲线 小 段 求 高 (图 1-2) 及 相对 误差 (1-4) ， 
积分 学 就 是 曲线 全 段 求 高 (图 1-6) 及 相对 误差 的 平均 ， 如 


уу 
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(1-14). 
可 见 , 相 对 误差 (及 其 平均 ) 是 微 积分 的 最 重要 概念 ， 需 要 创 


造 性 的 思考 和 严格 的 拷问 . 
如 果 微 积分 还 要 加 上 一 个 泰勒 定理 ， 那 么 后 者 的 真面目 又 通 
过 前 者 基本 定理 认 出 : 
泰勒 定理 = 基本 定理 连用 ， (1-15) 


即 不 停 地 使 用 基本 定理 来 套 ， 无 需 另 找 证 明 ， 多 轻松 ! 详 见 
1.11 节 . 

回顾 正统 教材 ， 基 本 定理 和 泰勒 定理 的 证 明 又 长 又 难 ( 前 后 
ЛАД), ， 记 不 住 ， 记 不 住 也 好 ， 这 里 只 需要 知道 求 高 ， 自 己 来 
做 ， 于 是 ， 只 用 两 行 算术 就 能 证 明基 本 定理 (长 了 记 不 住 )， 随 
之 泰勒 定理 的 真面目 也 一 眼 认 出 (不 过 是 基本 定理 的 连用 ) 无 需 
另 找 证 明 ， 只 要 讲 几 学 时 ， 多 轻松 ! 不 过 ， 这 只 是 微 积分 的 主 
部 ， 或 称 初等 微 积分 ， 而 不 是 微 积分 的 全 部 (后 者 包含 微分 方 
程 ， 要 用 实数 )! 其 实 ， 一 个 人 就 怕 容 易 的 (初等 微 积分 ) 不 会 
做 ， 那 不 应 该 ; 难 的 (高 等 微 积分 ) 不 会 做 ， 倒 无 可 非议 ， 知 足 
常 乐 ! 

注 4 我 们 在 中 学 学 了 那么 多 的 定理 ， 怎 么 没有 见 到 基本 定 
MR? 其 实 后 者 ， 或 大 学 公式 (1-11) ， 由 图 1-6 一 眼 认 出 ， 不 过 
是 中 学 正切 公式 一 个 挨 一 个 健 起 来 ， 它 给 出 了 曲 边 三 角 的 高 和 各 
点 斜率 之 间 的 关系 ， 是 曲 边 正 切 公式 ， 所 幸 的 是 ， 曲 和 直 之 间 的 


大 学 ( 曲 )- 中 学 ( 直 )= 误 差 . 


一 жй ажан 


容易 计算 ， 当 这 误差 <1 NKE, MATER, 


大 学 = 中 学 的 积分 ， 2 
但 大 学 和 中 学 差别 的 最 难 还 在 于 概念 的 转变 : 由 不 变 (常量 ) 到 A 
Ж (ҮҮӨ ‚н ЖИ ВИЛ)! 23 ` 


1.3 完整 的 微 积分 (初学 略 去 ) 


可 能 有 人 会 说 ,1.2 节 给 出 的 基本 定理 不 完善 ， 其 中 积分 不 
是 按 一 般 的 “ 黎 曼 和 ”来 定义 那么 能 不 能 完善 呢 ? 回答 是 肯 
定 的 ， TT 
首先 ， 图 1-1 切线 不 一 定 要 取 在 起 点 ， 能 取 在 任 一 中 间 点 ， 
见 图 1-7. 


图 1-7 切线 取 在 任 一 中 间 点 
ERR. 


这 时 微分 设 在 中 间 点 :1-6) 改 变 为 


М... 各 积分 快餐 


M = E ERER xE, (1-16) 

其 余 不 变 ， 仍 有 (1-4) : 专 左右 相 对 误差 二 1 

证 明 也 不 难 ， 只 要 把 中 间 点 作为 新 分 点 ， 计 算 它 的 左右 微分 
式 ， 相 加 就 是 这 一 分 点 处 的 微分 式 ， 它 的 误差 就 是 左右 相对 误差 
的 平均 ， 保 持 性 质 (1-4)， 详 见 2.3 节 . 所 以 (1-16) 只 是 (1-6) 
的 变形 ， 没 有 实质 差别 . 

那么 ， 图 1-6 中 切线 不 一 定 取 在 起 点 ， 也 能 取 在 各 段 的 任 一 
中 间 点 (相应 于 歼 曼 和 ) ， 计 算 后 仍 有 关系 式 (1-8)， 但 是 这 个 中 
间 点 也 可 以 看 作 新 的 起 点 ， 又 变 回 (1-6) 的 情形 ， 所 以 两 者 没有 
实质 差别 ， 后 者 只 是 前 者 的 变形 而 已 . 

结论 当 (1-6) 改 为 (1-16) ， 仍 有 转换 恒等式 (1-8) ， 必 要 
且 充 分 条 件 (1-9) 及 基本 定理 (1-11)， 在 条 件 1) -4) 下 ， 也 有 估 
计 (1-13) 、(1-14) 等 , 见 3.2 节 、3.3 节 . 

这 才 是 完整 无 缺 、 无 懈 可 击 的 基本 定理 ， 跟 现 有 教材 一 致 ! 

常人 到 此 知足 ， 但 也 不 妨 浏览 一 下 主题 之 外 的 副产品 . 


1.4 副产品 (基本 定理 的 用 处 和 无 能 ) 
回 到 基本 定理 . 它 真 的 用 于 求 山高 吗 ? 正如 北京 大 学 刘 高 共 
所 说 ， 没 有 人 会 用 这 个 基本 定理 求 山高 : 如 果 说 山坡 上 的 各 点 斜 


ZA 率 都 能 计算 (只 涉及 一 点 附近 的 性 质 ) ， 相 应 的 底 长 又 怎么 计算 
S(O? 这 几乎 不 可 能 . 但 是 基本 定理 首先 是 指出 山高 和 斜率 、 积 分 


) 分 之 间 的 关系 ， 当 然 也 能 用 来 计算 曲 边 图 形 的 面积 ， 以 及 套 
УС) 


出 泰勒 还 近 及 微分 学 各 定理 ， 此 外 ， 微 元 活 能 计算 弧 长 - 
读 托 尔 斯 泰 的 小 说 。 这 些 只 是 作为 基本 定理 的 副 产 上 


方法 可见， 反复 使 用 一 个 基本 定理 (网 1.2 节 ) 或 微 元 法 的 思 2%) 


想 ， 便 能 做 出 很 多 事 ， 但 是 ， 必 须 指 出 ， 基 本 定理 也 非 万 能 ， 第 一 儿 
5 章 (或 1.12 节 ) 将 看 到 ， 它 就 解 不 了 应 用 数学 中 最 重要 的 微分 
方程 (5-3). 

下 面 的 内 容 在 初 读 时 不 妨 略 去 ， 有 耐心 的 读者 可 以 继续 往 
кй. 


1.5 ”从 求 高 转 到 求 面积 
(基本 定理 的 另 一 解读 ) 


现在 由 求 高 转 到 求 面积 ， 正 统 教材 把 基本 定理 解读 为 求 面积 
《间接 法 ， 凡 人 想不到 ) ， 本 书 解读 为 求 高 (直接 法 ， 凡 人 也 想 得 
到 )， 两 者 相通 吗 ? 幸亏 能 够 转换 : 测量 山坡 图 (上 面 的 曲线 ) 所 
记录 下 的 斜率 图 (下 面 的 曲线 ,或 称 山 影 ) 围 成 的 面积 ， 能 够 认 出 
它 即 是 山坡 图 自身 的 求 高 ， 看 图 自明 (图 1-8). 

图 1-8 曾 在 1999 年 出 现在 我 的 《 画 中 漫游 微 积分 》 一 书 封 
面 上 ，2003 年 国外 一 书 用 了 同样 的 图 ， 并 说 “这 大 概 是 单一 最 
重要 的 图 ， 顶 得 上 一 千 个 符号 和 方程 ， 将 积分 的 实质 压缩 在 一 张 
шг”. 

所 以 积分 还 有 另 一 解读 : 曲线 下 求 面积 ， 返 回 到 原 山坡 求 
高 ， 多 轻松 ! 


|. таян. 
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al l [eane 
面积 


з 


图 1-8 HERRIN 
利率 图 的 总 面积 = шинад. 
从 物理 看 ， 高 和 面积 的 量 网 不 同 。 但 是 从 数学 看 ， 数 值 相同 


1.6 弧 长 与 斜率 ( 照 猫 画 虎 ) 


为 了 加 深 对 微 元 法 的 掌握 ， 再 举 一 例 : 测量 一 条 “可 求 长 
曲线 ”的 弧 长 要 用 斜率 . 

现在 再 次 采用 微 元 法 : 照 猫 画 虎 ， 复 述 图 1-6 的 做 法 ， 把 全 
弧 分 制 成 许多 小 弧 ， 再 把 小 弧 换 成 起 点 处 的 切线 (图 1-9). 


图 1-9 AKNE 
(Os 0 


六 小 于 长 接线 长 - 
0 现在 ， 把 小 弧 长 换 成 在 起 点 处 的 切线 长 ， 后 者 称 为 弧 微 分 ， 


(©) 


也 要 用 斜率 来 算 、 由 勾 股 公式 : 
Ж = VOEN + (微分 )”= Tae 


ж, 2 
RAK = 弧 微 分 的 积分 . (1-18) ` 

由 图 1-9 一 根 认 出 ， 它 不 过 是 中 学 匀 股 公式 一 个 换 一 个 全 起 来 ， 

是 曲 边 勾 股 公式 ， 严 格 说 ， 曲 和 直 之 间 的 差别 要 经 过 计算 (第 5 Ж 

附录 将 证 明 这 个 积分 的 存在 性 ) ， 微 元 法 才 生效 ， 两 者 才 统一， 正 

如 多 股 会 式 首先 是 指出 三 边 之 间 的 关系 ,当然 也 能 用 来 计算 斜 边 

的 长 ， 同 理 ， 这 个 弧 长 公式 首先 也 是 指出 不 同 量 之 间 的 关系 ， 当 

然 也 能 用 来 计算 国 的 周 长 等 。 阿 诺 德 (2006) 给 出 一 合 ， 指 出 一 个 

标准 正弦 曲线 的 长 度 只 比 模 轴 的 长度 2" 天 约 增加 20%( 图 1-10). 


SS 


图 1-10 正 就 曲线 之 长 


例如 ，5 米 的 横 轴 大 约 相当 于 6 米 的 标准 正弦 曲线 ， 直 观 只 能 
说 曲线 比 横 轴 长 ， 只 有 弧 长 公式 才能 定量 ， 这 里 真正 用 到 了 斜率 . 


17 微 积 分 一 张 图 


到 此 ， 微 积分 是 一 个 测量 学 ， 测 斜率 、 弧 长 、 高 和 面积 € 
们 能 在 图 1-8 或 图 1-9 中 认 出 . 


Ж... яван 
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1.8 人 口 预测 


微 积 分 有 什么 用 呢 ? 有 许多 几何 、 力 学 问题 要 用 微 积分 ， 这 
些 是 无 可 壬 疑 的 ， 不 过 百姓 对 此 未 必 会 被 触动 。 这 里 只 举 一 个 有 
切身 感受 的 例子 ， 即 中 国人 口 普查 ， 中 国人 口 普查 如 用 微 积分 ， 
能 把 几 亿 户 一 年 的 工作 量化 约 为 一 人 几 分 钟 ， 多 轻松 ! 见 5.1.2 
小 节 ， 这 就 是 微 积分 的 威力 ! 但 是 人 口 问题 不 能 由 1. 2 节 的 基本 
定理 来 解 ， 需 要 引信 新 的 解 ， 需 要 实数 . 


1.9 《战争 与 和 平 ) 的 解读 


现在 转 到 托 尔 斯 泰 (1987 ) 的 历史 学 基本 定理 : 
总 历史 = 历史 微分 的 积分 

不 能 用 一 个 历史 人 物 的 活动 来 表达 ( 注 : 附录 “四 ”中 讲 的 中 值 
定理 又 说 ， 理 论 上 存在 某 个 数 世 主 ， 就 是 找 不 到 )， 对 于 数学 工 
作者 ， 这 一 解读 还 不 能 满意 ， 但 是 ， 基 本 定理 提供 了 思维 的 微 元 
法 ， 这 样 的 例子 很 多 ， 包 括 管理 学 的 原理 也 是 先 做 好 微分 ( 细 
节 ) 后 再 积分 。 详 见 本 章 附录 之 十 . 

以 下 各 节 初 读 略 去 . 


Ga 1.10 民间 和 主流 
XO 
O9 以 上 只 用 白话 说 事 ， 没 有 数学 符号 和 形式 推理 ， 称 为 民间 微 


б) 


EIR SEBRA 


积分 ， 可 能 被 计 讽 为 “胡来 "， 其 实 ， 白 话说 于 也 | 
理 等 的 精确 研究 ， 已 见于 1.1 - 1. 3 节 ， 历 史上 阿 基 闵 德 
作 ， 据 说 没有 一 条 公式 ， 都 是 用 文字 和 图 形 ， 只 是 文字 和 图 形 难 二 
以 推导 更 一 般 、 更 复杂 的 泰勒 定理 ， ЕА) 
微 积分 ) ， 见 第 4 Ж. ЖЭН, НДР. 

首先 ， 基 本 定理 的 白话 体能 够 翻译 成 函数 体 ， 用 稍 卡 儿 符 
标 : 设 山 底 的 点 < 由 a 跑 到 5， 山坡 表述 为 高 作 x) ， 山 坡 上 的 余 
素 ( 称 一 阶 导 函数 ) 表述 为 /'(z) ， 微 分 表述 为 /(x)h (1-11). 


г-и) 


то 微分 的 函数 表示 


图 1-12 中 起 点 * 的 “附近 ”上 是 变量 ， 测 量 误差 表述 为 
Жх +Ь)-/(х)-/'(х)һ =e(x,h)h, (1-19) 
其 中 相对 误差 e(x*,h) <1 《 即 绝对 值 可 以 任意 小 ， 当 h 变 小 )、h 
MITH de (Sx 的 附近 ， 或 增 量 )， 这 是 不 是 难以 接受 呢 ? 法 国 
数学 课程 标准 (2001 ) 高 三 部 分 就 是 通过 (1-19) 来 刻画 微分 的 ! 
山坡 的 全 段 高 表述 为 几 b) -所 ae) ， 那 么 基本 定理 (1- 11) 表 述 
为 图 1-12. 
当 / 平 均 可 微 ( 即 可 积 条 件 (1-9) ) 或 一 致 可 微 (定义 为 (1-12)) 


_ Ж... 向 积分 快餐 
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Ав Ла) рса 
(其 中 变量 x 能 任意 取 ， 如 取 *)。 这 就 是 在 笛 卡 儿 坐 标 里 由 导 函 
数 /"(x) 给 出 的 曲线 /的 高 度 ( 见 图 1-12， 似 笔 : 这 就 是 微分 方程 
了 =g， 由 g 给 出 自身)， 所 以 ,1.1 节 、1.2 节 的 白话 微 积 分 跟 
正统 教材 相 比照 ， 完 全 一 致 ， 没 有 不 准确 或 不 严格 之 处 ， 可 以 


放心 ! 
«олу | 


” SW- 


soh 


= ЕЛ 


图 1-11 基本 定理 一 眼 认 出 (图形 和 函数 相 结合 ) 
Н, ЖС) п =0, 21, 22, -), HRRK 
Р) (пж) 及 积分 
[еа = ET РЕТ (1-20) 
但 是 ， 当 = -1， 即 被 积 函 数 为 4 时 ， 不 能 应 用 基本 定理 
求 积分 ， 能 补 教 吗 ? 见 下 文 1 12 节 - 


1.11 泰勒 定理 
JO) жатакана. 1 EMANA 


(6) 


第 1 章 白话 向 积分 


(一 次 函数 ) Ка, жил KRE дии A бИ. 
К ы т ТА А 
来 越 礁 ， 只 不 过 是 基本 定理 的 连用 几 次 。 事 实 上 。 猿 借 基 本 定理 IAN 
做 平台 ， 一 层 层 和 起 来 ， 无 需 另 行 推导 (分 部 积分 ) 就 能 全 出 一 \ 
个 泰勒 定理 。 首 先 ， 基 本 定理 本 身 就 给 出 一 个 常数 通 近 ; hH 
变量 ， 在 分 点 x 处 ， 
Ж += JO) = (f(s) h О 
(副产品 包括 微分 学 诸 定 理 ; /'=озэ/= С, /' >01), KR 
用 了 缩写 air 表示 |a|<5，upper 表示 上 界 、 其 次 ,微分 (1-19) 
就 是 一 个 一 次 通 近 : 在 分 点 < 处 ， 
Да-да) Ма) (其 中 /1(x) 是 常数 ) 
=f UD -A de= [Гучала 
пана = шул. 
РТ РТС УЯ 
到 此 已 经 认 出 泰 划 定理 的 真面目 ， 它 不 过 是 基本 定理 连用 机 
ж. 2801 
注 5， 现 有 教材 用 的 分 部 积分 ， 难 记 ， 这 里 我 们 只 记 住 基本 
定 更， 急中生智 ， 就 直接 用 基本 定理 ， 连 用 几 次 就 套 出 来 了 ， 多 
ені 
#6 副产品 : 相对 误差 : = Ch， 与 点 ЖЖ, EMR A — 
起 变 小 
下 面 知道 该 怎么 做 了 ! 继续 延伸 ， 有 二 次 通 近 : 在 起 点 > Ж, 


M. ы 
Aucationat Mathematics 


дею) О) О) СТС) BRW 
«Гоо лола 


‚шл ае 


Cn)dndada 


E Ы 
"эгар". 
三 次 通 近 : 在 起 点 处 ， 


Дх +h) -A -ND) Бут) "(e 
"тШ" 


高 次 通 近 : 在 起 点 * 处， 
fa да) А) ута) = 3 -EOW 


"л E (1-21) 


[Л] 
这 里 用 到 高 阶 导 函 数 (1", S7, ГАЗУ 和 困 次 积分 ,以 及 一 个 控 
制式 :lg C, M| Јес) |< д). (1-21) 说 明了 一 个 充分 
可 微 的 函数 很 像 多 项 式 : 

泰勒 定理 
(©, TREN- FAR. 
S a 


©) 


一 连 曲 基 本 定理 色 起 来 ， 即 基本 定理 的 连用 ， 多 轻松 妆 证 统 教材 ” “ 同 
靠 分 部 积分 的 技巧 ， 难 记 ， 学 生 更 欢迎 机 械 的 探 作 . 这 就 是 基本 “了 
功 ; 假如 使 用 基本 定理 ， 便 能 一 眼 认 出 泰 蔓 定理， 何必 舍 近 求 二 ] \/ 


远 ， 付 出 分 部 积分 的 代价 呢 ? 假如 用 一 行 (或 一 页 ) 能 套 出 ， 何 “ 
必用 两 行 (或 两 页 )? 热 知 为 每 个 学 生 省 一 行 (或 一 页 ) ， 年 年 省 
下 来 ,会 有 多 少 学 生 受 益 ! 

到 此 ， 微 积分 又 一 道 难关 一 一 泰勒 定理 ， 无 需 动用 实数 ， 也 
闻 过 去 了 ， 真 是 有 惊 无 险 ! 下 一 道 难关 ， 最 实际 的 微分 方程 
《5-3) 的 求解 ， 租 不 开 实 数 ， 见 1. 12 节 ， 就 像 碰 到 方程 =2, 
没有 实数 就 没有 解 . 


1. 12 ”微分 方程 的 求解 (有 赖 于 实数 ) 


Ж M. Livshits(2008 ) 的 路 线 ， 先 对 数 后 指数 ， 积 分 表 (1-20) 
涯 了 n= -1: 先 记 为 自然 对 数 函数 


In(a) з= f Lar. (1-22) 


RIOR Шз Ог), Ч 7С) = 10. 不 能 利用 
基本 定理 (1-11) ， 于 是 只 好 直接 计算 这 个 积分 的 左 (分 点 ) 右 (分 
点 ) 黎 曼 和 (图 1-13、 图 1-14). 
可 以 验证 ( 详 见 3.5 节 ): 
右 和 < EM, 左 和 - 右 和 = 分 割 长， 
以 及 左右 和 的 单调 性 : 加 密 后 ， 右 和 变 大 ， 左 和 变 小 ， 它 们 彼此 


йр =? 


1 р 


图 1-13 左 和 与 右 和 图 1-14 左右 和 的 单调 性 
靠近 ， 上 且 不 会 越过 ， 所 以 ， 其 中 夹 着 一 个 数 (实数 )， 还 可 以 证 
明 这 个 数 不 依赖 于 加 密 方式 ， 它 是 惟一 的 ， 把 它 定义 为 积分 或 自 
然 对 数 (1-22)。 结果， 这 个 实数 为 积分 表 (1-20) 填补 了 漏洞. 
DELTEI 

容易 验证 ， 对 数 的 导数 

(ne)'= 工 
x 
把 对 数 函数 反 过 来 ， 就 可 以 定义 指数 函数 : 


In(e')=x, 


它 的 导数 为 


(щ(е'))'= 


所 以 e 的 导数 为 
(е)' =e. 


”这 就 得 到 微分 方程 /(x*) =) 的 解 ， 所 以 , WER e 比 原 


1.13 筋骨 


本 书 的 快餐 又 分 为 早餐 (第 1 章 ) 、 午 餐 (第 2 ~5 章 ) 和 晚餐 一 ) \ 
(967 ЖУЮ). 

微 积分 的 筋骨 一 一 两 大 概念 (微分 和 积分 ) 和 两 大 定理 ( 基本 
定理 和 泰勒 定理 ) ， 是 以 后 应 用 的 平台 ， 我 们 用 几 页 ( 两 张 图 ,两 
行 算术 ,不 用 实数 ) 把 它 搭建 起 来 ， 这 是 早餐 或 初等 微 积分 
(1.1~1.3 节 ,1. 11 节 )， 这样， 应 用 科学 就 能 和 数学 同步 教学 . 
有 了 这 个 筋骨 或 平台 ， 对 一 般 人 或 文科 的 学 生 也 就 够 了 (解读 托 
和 尔 斯 泰 的 小 说 ,以 及 简单 的 物理 应 用 )， 要 割爱 ， 一 个 人 一 生 能 
留 住 这 些 也 就 知足 了 ( 少 则 留 ,多 则 忘 ) ; 容易 的 要 会 ， 难 的 忘 了 
无 所 谓 ! 接 下 来 ， 对 理科 ， 要 更 上 一 层 楼 ， 需 要 计算 微分 方程 
《这 时 躲 不 开 实数 了 ) ， 这 是 午餐 或 中 等 微 积 分 (第 2 -5 Ж). 更 
专业 一 些 ， 到 第 二 学 期 (第 6.7 章 及 另 册 ) ， 再 吃 晚 餐 : 完善 理 
论 (高 等 微 积分 ， 包 括 实数 、e-6 语言 、 连 续 函 数 、 中 值 定理 、 
一 般 的 原 函 数 的 存在 性 )， 这 有 点 奢侈 ， 多 数 人 受 不 了 ， 但 为 满 
是 有 余力 或 考研 的 学 生 . 

本 书 将 微 积分 辟 成 两 半 ， 以 实数 划 线 ， 前 半 ( 两 个 定理 ) 不 
用 实数 ; 后 半 ( 一 个 方程 ) 才 用 实数 ， 这 时 必须 学 习 陶 哲 轩 
(2008) 的 实数 论 ， 这 与 正统 的 教材 是 两 种 写作 方式 ， 正 统 教材 
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是 由 一 般 再 到 特殊 了 ， 即 先 学 一 般 理 论 (高 等 微 积分 ) ， 急 需 的 定 
理 放 在 最 后 ， 可 惜 物理 、 应 用 等 不 及 了 ; 而 本 书 不 顾 一 般 ， 破 门 
WA, 直 取 基本 定理 ( 便 有 泰勒 定理 ) ， 不 计 其 余 ， 代 价 最 小 . 
但 这 种 写作 方式 自从 在 光明 日 报 和 人 民 日 报 ( 林 群 ,1997 ) 刊登 
后 ， 十 年 来 只 有 极 少数 大 学 或 学 院 采用 ( 如 深圳 大 学 (1998) 、 广 
西 师范 大 学 (1999)、 河 北大 学 (2002) 、 大 连理 工大 学 (2006) 、 
滨州 学 院 (2006) 、 中 央 财 经 大 学 (2007) ) ， 更 多 的 学 校 只 是 用 了 
求 高 图 (图 1-6 或 图 1-8) ( 例如 复旦 大 学 (1999 年 以 来 ) Wiley 
Publishing (2003) 和 清华 大 学 (2006) )， 也 就 是 说 ， 绝 大 部 分 专 
家 并 不 认可 我 的 这 种 写法 ! 尽管 如 此 ， 还 是 有 一 家 出 版 社 出 版 了 
我 按 此 方式 写成 的 书 ( 可 懂 用 的 是 英文 ， 表达 不 当 )， 现 在 这 本 
书 用 的 中 文 ， 如 鱼 得 水 ， 并 经 过 了 装饰 和 补充 ， 我 期 望 在 教学 实 
践 中 会 逐渐 得 到 更 多 人 的 理解 - 

令 人 鼓舞 的 是 ， 国 内 有 张 景 中 (2008 ) 完整 地 建立 起 基于 初 
等 数学 的 微 积分 系统 ， 避 开 了 导数 的 极限 概念 和 歼 昌 积分 的 定 
义 ， 将 微 积 分 初等 化 ! 

国外 至 少 有 拉克 斯 等 (1980) С. Strang( 1991) К. Dovermann 
(1999) 和 H. Karcher(2002) 对 微 积分 进行 改造 。 更 接近 我 们 的 ， 有 
M. Livshits (2004) ， 他 也 只 讲 微分 和 积分 , 但 有 自己 的 特色 ， 自 
贺 其 说 ， 特 别 是 ， 他 对 自然 指数 引入 的 路 线 ， 改 变 了 本 书 对 微分 
oe 方程 一 章 的 写法 。 他 对 基本 定理 充分 条 件 的 证 明 避 开 了 中 值 定理 


Ф 0м емы (2008) FH, Vladimir Атыш 有 一 “最 小 一 般 性 原理 -， 所 此 
想法 先 由 最 简单 的 情形 人 手 。 之 后 这 种 方法 再 被 扒 广 到 复杂 情形 


RMH, A. Leger 和 HL Brunner 也 有 同样 的 想法 、 目 可 


别 是 M Campbell 准备 改编 本 书 ， 这 说 明 微 积 分 的 简化 到 时 候 了 . 了 
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1.14 血 和 肉 ( 应 用 和 练习 ) 


本 书 只 提供 微 积分 的 筋骨 但 是 光 有 筋骨 还 不 够 ， 微 积分 的 
生命 一 一 血 和 肉 ， 在 于 应 用 和 练习 。， 学 数学 不 做 练习 就 像 游 沪 不 
下 水 ， 本 书 只 挑 出 周围 世界 发 生 的 例子 : 除了 几何 例子 ， 有 中 国 
人 口 预测 以 及 解读 托 尔 斯 泰 小 说 ， 帮 助 一 般 人 或 文科 的 学 生 了 解 
微 积分 的 意义 和 威力 ， 但 是 对 于 理科 的 学 生还 远 远 不 够 ， 必 须 配 
合 其 他 教材 ， 例 如 ， 华 罗 庚 (1963 年 以 来 ) С. Strang (1991), 
Y. Zeldovich-1. Yaglom( 1987). 这 些 教材 备 有 各 种 应 用 和 练习 ， 
各 位 教师 根据 自己 的 专业 需要 和 学 生 水 平 从 中 选择 ， 加 入 所 需 ， 
编写 成 符合 本 专业 和 学 生 水 平 的 教材 ， 这 里 就 不 包办 ， 只 是 留 给 
教师 一 个 空间 ， 往 我 们 搭建 的 筋骨 里 添加 血 和 肉 ， 或 者 说 ， 我 们 
只 是 把 大 楼 盖 好 ， 内 部 装修 则 靠 教师 自己 . 

总 之 ,本 书 只 是 母 本 (不 是 全 本 )， 只 有 微 积分 的 筋骨 ， 不 
含 血 和 肉 ， 只 安排 极 少量 应 用 和 练习 ， 需 要 教师 自己 从 
Y. Zeldovich-1. Yaglom 的 书 中 (网 络 上 ) 去 找 ， 再 编写 成 子 本 . 


附录 登山 对 话 
这 个 附录 对 初学 者 起 着 引路 作用 ， 对 已 学 者 起 着 复习 作用 . 


й... 和 积分 快餐 
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这 里 微 积 分 被 叙述 成 登山 时 对 斜率 ( 陡 度 ) 和 高 度 的 测量 ， 下 面 
是 学 生 和 老师 的 对 话 . 


一 、 山 坡 走势 和 和 斜率 


他 们 往 上 了 息 ， 达 到 一 个 平台 后 休息 (图 1-15)， 然 后 继续 往 
„е. 


图 1-15 光滑 山坡 
Ж: 那么 这 个 平台 是 不 是 微分 学 中 的 稳定 点 ? 


师 : 你 认 出 来 了 。 到 达 平台 之 前 山坡 在 上 升 ， 过 了 平台 继续 
上 升 ， 这 就 叫做 稳 定点 . 

他 们 让 到 第 二 个 平台 ,然后 下 山 . 

生 : 那么 这 个 平台 是 不 是 微分 学 中 的 局 部 极 大 ? 

师 ， 你 认 出 来 了 ， 到 达 平台 之 前 山坡 在 上 升 ， 过 了 平台 开始 
下 降 ， 这 是 一 个 高 峰 ， 又 称 局 部 极 大 . 

E: 到 此 我 们 有 了 山坡 的 上 升 、 下 降 、 稳 定点 、 极 值 ( 极 大 
或 极 小 ) 点 ， 这 些 感觉 常人 都 有 ， 不 需要 数学 呀 . 
O O 师 ; 小 学 有 了 自然 数 ， 把 常人 都 有 的 “多 或 少 ”的 感觉 和 

(为数 字 ， 以 识别 多 或 少 的 各 度 ， 微 分 学 发 明了 射 率 这 个 数 ， 把 
de 负 、 零 、 变 号 ) 和 大 小 : 
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稳定 或 取 到 极 值 ， 以 及 山坡 是 怎么 压 曲 的 . РА ( 
生 : 斜率 对 于 登山 竟然 如 此 基本 ， 能 不 能 将 斜率 这 个 概念 说 过 入、 
ZN 
СЕЙ 2) \/ 


二 、 斜 率 和 切线 


师 : 如 果 山 坡 是 直 的 ， 斜 率 就 是 测量 这 山坡 的 方向 (图 
1-16). 


191-16 直 的 山坡 


如 果 山坡 是 一 条 光滑 曲线 ， 一 点 在 上 面 运 动 着 ， 于 是 它 在 每 一 点 
有 一 个 方向 ， 同 时 连续 地 改变 它 的 方向 (图 1-17). 


图 1-17 йош 


生 : 感觉 会 有 这 样 的 方向 ， 但 是 这 个 方向 用 什么 来 决定 呢 ? 
师 : 由 切线 来 定 ， 这 是 微分 学 的 诀窍 切线 是 什么 呢 ? 现 有 
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教材 上 都 有 ， 为 了 在 点 上 处 决定 切线 ， 在 曲线 上 取 与 点 上 不同 的 
мз, MOER is. 然后 让 * 沿 着 曲线 去 接近 点 如果 这 时 割 线 
趋向 一 个 极限 位 置 (这 是 一 个 假设 ) ， 则 这 个 极限 位 置 的 直线 就 
叫做 曲线 在 点 :处 的 切线 ， 见 图 1-18. 


图 1-18 网线 在 点 + 处 的 切线 


显然 ,切线 角 (9) 应 该 等 于 割 线 动 角 (8) 的 极限 

Ж: 感觉 会 有 这 样 的 极限 ， 但 是 割 线 的 极限 位 置 或 切线 一 定 
存在 吗 ? 

师 : 不 一 定 。 如 果 ( 或 假设 ) 曲线 点 点 存在 切线 ,简称 这 曲 
线 点 点 “可 微 ” 或 处 处 “光滑 ”… 

Ж: 为 什么 要 用 切线 ? 用 其 他 直线 ( 割 线 ) 又 会 怎样 呢 ? 

W: 切线 有 特殊 的 性 质 ， 让 我 们 来 计算 由 切线 到 曲线 的 
“距离 "， 或 起 点 附近 (图 1-19) ， 
测量 误差 = KER - 切线 高 ， 

切线 高 = 斜率 x 底 - 


图 1-19 ЖАБА 

E: 图 1-19 上 看 得 见 ， 无 须 花 脑 入 计算 ， 这 个 测量 误差 随 
着 曲线 小 股 变 小 会 变 小 - 

т. 但 是 对 于 切线 来 说 ， 更 有 用 的 是 “相对 误差 ”( 关键 
词 ) 不 是 误差 自身 ， 或 测量 误 关 与 所 取 曲 线 小 眉 ( 或 底 ) 之 比 : 

manag: = МИДА, 
生 : 它 又 是 什么 呢 ? ТЯ 
Wi: 由 图 1-19 切线 的 构造 ,看 到 起 点 附近 (图 1-20) ， 


图 1-20 计算 相对 误差 


M... HARARE 
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测量 误差 - Ей 
底 底 
=tang- tanê, 
HARE - 切线 斜率 . 
更 清楚 些 ， 通 过 三 角 关 系 认 出 它 的 真面目 
相对 误差 <C19 -0l 
右 端 已 是 可 见 的 变量 (其 中 9 是 割 线 动 角 ，C 是 常数 )， 看 得 见 它 
随 着 割 线 趋向 切线 (或 底 变 小 ) 会 变 得 任意 小 . 
Æ: 以 上 是 图 形 或 感觉 ， 怎 样 定义 切线 呢 ? 
W: 先 感觉 后 严格 ， 以 上 是 对 切线 或 斜率 的 感觉 ， 不 能 算 
数 ， 反 之 ， 今 后 就 把 起 点 附近 “相对 误差 <1”( 即 绝对 值 小 于 
任 一 指定 的 数 ) 作为 切线 的 定义 性 质 ( 惟 一 性 见 第 1 章 注 2)， 这 
也 是 本 书 愉 一 要 用 的 定义 ! 缺 它 不 行 ， 初 学 者 又 最 难 接受 “ 相 
对 误差 ”这 个 概念 ， 总 觉得 别扭 ， 但 是 法 国 数学 课程 标准 
(2001) 高 三 部 分 都 这 么 讲 ， 必 须 有 信心 ! 忘 了 怎么 办 ? 看 图 自 
明 (图 1-21). 


-微分 
底 


图 1-21 切线 性 质 
测量 误差 与 所 取 调 线 小 及 相 比 是 很 小 的 


最 好 去 看 Amold(1995 ) 的 动画 。 如 果 底 很 小 ) 测 
常 小 ， 这 就 是 为 什么 相对 误差 会 很 小 - 

Ж: 那么 ， 其 他 直线 ( 制 线 ) 的 相对 误差 也 能 变 小 吗 ? 23 
N: 不 能 ， 切 线 的 相对 误差 趋 于 零 ， ГИРЕ / 
非 零 常数 ， 看 图 自明 (图 1-22). 


mans 
жең 
лаа 
-一 一 “一 一 
图 1-22 мана 
НЕЕ ВК ше. MA 
тий. Кы жыш шл ш 


e anê = anê, = ФК. A- OM. 


Æ: 明白 了 ， 只 有 切线 的 测量 误差 才 是 最 小 (最 好 的 逼近 ) ， 
这 就 是 为 什么 微分 学 把 曲线 小 段 换 成 了 切线 (最 好 的 代 蔡 ) ， 而 
FEMA. 

师 : 中 学 只 是 对 于 直线 才 有 方向 的 意义 ， 现 在 被 推广 到 曲线 
E: 每 一 个 点 的 曲线 方向 就 由 这 一 点 处 的 最 贴近 的 那 条 直线 一 一 
切线 (最 好 的 逼近 ) 来 决定 ， 从 而 获得 了 原来 没有 的 意义 ， 这 是 


M. 和 积分 快餐 
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非常 明智 的 ! 

Ж: 这 应 该 是 大 学 学 到 的 第 一 个 新 东西 ! 


、 和 斜率 的 普遍 应 用 


W: 斜率 用 于 登山 ， 只 是 一 个 比喻 (首先 见于 法 国 哲学 家 
C.，Bmuter( 1973) )， 斜 率 有 更 普遍 的 应 用 . 

E: 我 们 学 微分 学 时 ， 有 一 个 应 用 就 是 判别 函数 在 什么 地 也 
能 达到 极 值 ， 它 是 说 极 值 点 必定 是 斜率 等 于 零 ( 即 曲线 的 切线 是 
水 平 的 点 ) ， 变 成 了 方程 求 根 ， 但 不 充分 ， 因 为 后 者 也 可 能 是 稳 
定点 

师 : 一 般 说 ， 斜 率 用 来 度量 变化 的 世界 (变化 率 ) ， 包 括 经 
济 的 走势 ， 升 或 降 ， 快 或 慢 ， 或 稳定 ， 例 如 ， 俄 罗斯 数学 家 阿 诺 
德 (2006 ) 说 到 用 斜率 的 符号 度量 经 济 的 走势 . 

Æ: 第 一 段 赁 着 斜率 这 个 数 , 已 经 能 够 量化 地 叙述 山坡 
《或 变化 世界 ) 的 走势 ， 山 坡 一 点 附近 的 性 质 ， 斜 率 还 有 别 的 能 
耐 吗 ? 


USAFE: 非 构造 的 正切 公式 ( 中 值 定 理 ) 
师 : 斜率 也 能 用 来 测量 山高 ， 中 学 测量 树 高 ， 便 是 通过 一 个 


图 1-24 ШШ 


的 一 段 ) ， 见 图 1-25. 


图 1-25 斜率 在 变 


E: 那么 要 取 哪 一 个 点 的 斜率 来 测量 山高 呢 ? 


师 : 这 是 微分 学 的 基本 问题 ， 如 果 随 便 取 (如 在 起 点 ) , 
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能 有 大 误差 (图 1-26). 
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图 1-26 HERPEN 


Ж: 那么 怎么 取 这 个 斜率 ， 才 不 至 于 有 误差 呢 ? 

Mi: 感觉 会 有 这 样 一 个 斜率 ， 设 想 (但 做 不 到 ) 把 山脚 和 山 
顶 连 成 一 条 线 ( 虚线 ) ， 然 后 平行 地 向 上 下 移动 ， 则 在 连 线 脱 离 
山坡 的 时 刻 ， 它 就 占有 这 山坡 的 某 个 点 处 的 切线 位 置 (图 1-27)， 


图 1-27 中 值 定理 的 几何 说 明 


这 就 是 说 ， 在 山坡 上 存在 一 个 点 ， 在 这 个 点 的 切线 角 与 连 线 角 相 
同 。 于 是 ,这 个 切线 角 的 正切 (= #12 Cang) R EEKE 
DN 是 山高 , /(%)-/(а)=®(Ь- а). 这 就 是 曲 边 三 角形 的 正切 定理 ， 
© яң. 
O) ж. 认 出 来 了 ,原来 大 学 中 值 定理 不 过 是 中 学 正切 定理 的 扒 
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广 ， 两 者 是 统一 的 把 中 学 ( 直 ) 拔 到 大 学 (油污 а 
真 聪明 ! ر‎ 


т 但 是 这 个 点 取 在 哪儿 呢 ? 我 们 是 近视 眼 (或 蚂蚁 )， 只 N 


看 到 一 点 附近 的 性 质 (斜率 ) ， 看 不 到 远方 无 法 去 连接 山脚 山 忆 ) 
顶 这 条 连 线 ， 也 不 会 将 它 平行 地 移 到 山坡 的 某 个 点 上 ， 所 以 这 条 
切线 取 在 山坡 上 的 哪个 点 是 未 知 的 ! 这 是 一 大 缺点 ， 这 就 像 买 彩 
票 一 样 ， 明 知 头 彩 是 存在 的 ， 但 是 能 摸 出 哪个 号 预先 未 知 ， 而 
且 ， 中 值 定理 的 证 明 要 用 复杂 的 理论 . 

Æ: 太 可 惜 了 ， 中 值 或 上 存在 但 又 找 不 到 ， 能 不 用 中 值 定 
理 吗 ? 

Wi: M. Livshits(2008) 避 开 中 值 定理 ， 照 样 证 得 很 多 有 用 的 
定理 (如 3. 3 节 ) ， 但 要 用 一 点 实数 . 而 张 景 中 (2008) 基 于 一 个 非 
常 显然 的 思想 : 平均 速度 一 定 介 在 “ 瞩 时 速度 ”之 间 . 所 以 一 定 
ЖӨН n, n, E 
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这 不 是 等 式 ， 可 以 代替 中 值 定理 (等 式 ) 


五 、 构 造 性 的 正切 公式 : 基本 定理 


师 ; 中 值 定理 最 聪明 ， 但 是 不 能 用 作 精 确 计 算 ( 因为 中 值 是 
未 知 的 )， 牛 顿 和 莱 布 尼 茨 则 用 最 笔 的 办 法 ， 即 所 谓 的 微 元 法 : 
化 整 为 零 ， 分 而 治之 ， 由 零 到 整 . 

Ж: 怎么 化 整 为 零 呢 ? 
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师 : 第 一 步 化 整 为 零 ， 就 是 将 山坡 全 段 缩短 成 小 段 ( 图 
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| 图 1-28 网 边 三 角形 被 缩小 


уй ЖЕ: 但 是 曲 的 还 是 曲 的 ， 这 一 步 还 看 不 出 好 处 ! 
师 : 但 是 曲线 小 段 的 每 一 点 斜率 差不多 相同 ， 第 二 步 分 而 治 
之 就 是 选取 其 中 任 一 点 ， 如 起 点 ， 以 此 点 处 的 切线 斜率 作为 曲线 
小 段 的 斜率 (图 1-29). 
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据 此 计算 出 切线 在 起 点 附近 的 高 ， 称 为 微分 高 或 简称 
微分 = 斜率 x 底 . 
Ж: 但 是 它 并 非 曲线 小 段 的 真 高 ， 含 有 (图 1-30) : 
O 测量 误差 = 真 高 -微分 
ха 师 : 上 面 “二 ”中 讲 切线 时 已 经 计算 过 这 个 误差 ， 它 非常 
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ж 
91-30 曲 边 三 角形 和 微分 三 角形 
相对 误差: „вала 

也 很 小 ， 这 就 达到 化 整 为 等 ， 分 而 治之 ， 完 成 了 曲线 小 段 求 高 
(微分 ， 最 好 的 逼近 ) 

生 : 那么 ， 第 三 步 如 何 由 零 到 整 ， 延 拓 到 全 段 上 ? 

师 ; 它 就 是 将 分 段 小 段 上 的 微分 ( 中 学 直 边 三 角形 的 高 ) 加 
起 来 (图 1-31). 


图 1-31 总 全 段 高 和 微分 之 和 
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Ж: 那么 应 该 有 
全 段 高 ~ 微分 的 和 ? 

师 : 没有 那么 简单 ， 因 为 各 个 小 段 上 的 微分 都 有 测量 误差 ， 

加 起 来 之 后 会 产生 一 个 
全 段 误差 = 测量 误差 的 和 . 

Ж: 这 个 全 段 误差 ,或 测量 误差 的 和 ， 当 分 割 加 密 ， 项 数 会 
越 来 越 多 ， 那 么 误差 会 不 会 被 积累 或 扩大 呢 ? 还 是 反而 会 变 小 ? 

W: 这 是 最 令 人 担心 的 问题 ， 究 竟 怎样 ， 不 能 赁 感觉， 有 待 
进一步 计算 ， 只 有 这 个 和 不 因 加 密 ( 和 项 增加 ) 被 放大 ， 反 能 小 
于 任 一 指定 的 数 ， 第 三 步 才 有 效 . 

E: 那么 这 个 和 怎样 计算 ， 以 便 判 断 会 不 会 被 放大 呢 ? 

W: 跟 上 面 “二 ”中 一 样 ， 还 是 来 计算 “相对 误差 "， 但 是 
现在 指 全 段 误 差 和 全 段 底 (或 总 底 ) 之 比 


全 让 误差 (测量 误差) 的 和 
EK “ RAA 
"(к-к в» 
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: = 相对 误差 的 平均 
(其 中 各 项 系数 为 正 ， 而 且 加 起 来 等 于 1， 所 以 是 加 权 平 均 ， 但 
当 各 底 相 等 时 ， 便 是 算术 平均 ) ， 然 后 计算 这 个 平均 . 
E: 这 个 平均 又 是 什么 呢 ? 看 得 见 吗 ? 既然 己 知 各 段 相对 误 
.3 闭卷 能 任意 小 (因为 曲线 各 点 可 徽 ) ， 而 它们 的 平均 又 不 会 超过 


其 中 某 一 个 相对 误差 ,那么 这 个 平均 就 应 访 枉 章 小 吧 ? 
її: 没有 那么 简单 。 我 们 担心 的 是 ， 当 网 格 加 入股 相对 - N 
误差 会 不 同 程度 地 变 小 ， 不 见得 一 致 、 所 以 ， 什 么 时 候 平均 小 ， N 
SIRE. a 
生 : 我 已 经 注意 到 图 1-31， 那 里 的 相对 误差 (或 测量 误差 ) 
在 各 段 的 分 布 不 见得 均匀 
Wi: 如 果 相对 误差 在 各 段 的 分 布 均匀 ( 称 曲线 “一 至 可 
с), ， 即 相对 误差 能 一 致 变 小 ， 不 依赖 于 分 点 的 位 置 ， 那 么 能 
有 平均 变 小 ， 幸 豆 这 个 一 臻 变 小 的 假设 容易 满足 ( 相当 于 曲线 
“连续 可 微 ") ， 这 时 ， 当 网 格 加 密 ， 全 眉 误 差 才能 小 于 一 个 指定 
的 数 ， 便 有 可 积 性 以 及 基本 定理 :全 段 高 = 微分 的 积分 ， 这 里 把 
“离散 ”的 和 写成 “连续 ”的 积分 ， 这 样 才 达 到 严格 化 ， 不 至 于 
导致 误 解 ， 或 模 酚 两 可 、 似 是 而 非 . 
ле, 没 想到 基本 定理 的 证 明 这 么 简短 (不 到 一 页 )， 只 用 到 
平均 变 小 的 条 件 ， 正 统 教材 必须 用 中 值 定理 (其 证 明 巧 妙 且 长， 
参见 上 面 “ 四 ") 
W: 不 仅 简短 ， 实 际 上 找到 了 基本 定理 或 可 积 的 充 要 条 件 : 
平均 变 小 、 数 学 追求 完美 ( 充 要 条 件 )、 上 面 说 的 “连续 可 微 ” 
条 件 只 是 特殊 情形 ， 充 分 非 必要 . 
生 : 许多 人 敬畏 数 学 ， 是 因为 数学 需要 高 技巧 老师 者 要求 
多 练 技巧 ， 做 奥赛 题 。 可 是 你 所 说 的 微 积分 基本 定理 ， 没 有 什么 
技巧 ， 只 用 到 平均 的 思想 ， 后 者 是 物理 实验 常用 的 办 法 ， 不 是 特 
殊 的 概念 
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| 师 : 不 能 盲目 追求 技巧 一 般 说 更 大 的 技巧 (或 工夫 ) 在 于 
| 能 把 通过 繁杂 计算 才能 达成 的 理论 认识 变 得 一 眼 认 出 、 一 举 得 
ШЕ. 数学 家 华罗庚 就 是 这 方面 的 高 手 。 当 过 北京 大 学 校长 的 丁 石 
孙 说 :“ 华 罗 庚 当时 非常 得 意 ， 他 新 完成 一 个 工作 ， 就 是 证 明了 
所 谓 射 影 几何 的 基本 定理 ， 他 说 他 证 明 这 条 定理 ， 只 用 了 初等 数 
学 的 方法 ， 只 一 页 纸 就 写 出 来 了 ， 过 去 人 们 用 了 很 多 高 等 数学 的 
知识 ,证 出 的 只 是 特例 ， 后 来 我 才 知道 ， 华 罗 庚 只 用 了 很 简单 的 
一 个 公式 就 证 出 来 了 ， 他 的 证 明 ， 现 在 一 般 称 作 华氏 定理 .” 
《科学 时 报 》 也 报道 过 数学 家 张 寿 武 谈 数学 心得 : “我 特别 喜欢 
做 数学 的 过 程 ， 坐 在 那里 慢 慢 地 思考 、 重 新 规划 ， 把 一 个 非常 复 
杂 的 问题 弄 成 一 个 很 小 的 问题 .我 觉得 数学 最 妙 的 地 方 是 : 正确 
是 基于 简单 的 理由 ， 而 不 是 复杂 的 理由 ， 数 学 与 科学 和 文学 一 
样 ， 能 够 留 下 来 的 东西 都 是 最 简单 的 . 

Æ: 这 太 费 时 间 ， 太 慢 ， 原 地 踏步 怎么 赶 上 前 沿 ? 要 学 得 
快 ， 只 能 狼吞虎咽 ， 先 淮 进 去 ， 赶 快 跑 到 前 沿 去 . 

M: 这 是 一 对 矛盾 ， 不 过 要 选 好 书 ， 各 开 长 篇 彰 论 ， 很 快 
АП. 


六 、 大 学 -中 学 =? 


(Б). "=: явити. вин, жаен 
O Opra 6 

е O 正切 公式 一 个 挨 一 个 全 起 来 ， 它 给 出 了 曲 边 三 角 的 高 和 各 点 
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微 元 法 才 有 效 ， 才 能 认 出 
大 学 公式 = 中 学 公式 的 积分 . 
反之 ， 也 能 认 出 中 学 = 大 学 的 微分 . 2) 
ж. 原先 以 为 大 学 和 中 学 完全 不 同 ， 是 全 新 的 东西 ， 没 有 想 人 
到 能 把 大 学 和 中 学 统一 起 来 ， 温 故而 知 新 。 原 来 大 学 的 知识 ， 认 
出 后 ,不 过 是 中 学 所 学 的 推广 啊 。 要 学 会 轻松 地 学 习 ， 很 多 同学 
由 于 没有 认 出 这 一 点 ， 不 把 大 学 跟 中 学 衔接 ， 难 以 适应 而 失去 信 
ао, RTM. 
т: 虽然 认识 大 学 是 中 学 的 推广 ， 它 们 之 间 还 是 有 质 的 差别 
( 曲 与 直 、 变 与 不 变 、 切 线 与 割 线 ) ， 需 要 计算 这 个 差 量 并 消除 
差 量 ， 两 者 才 统一 
Æ: 大 学 跟 中 学 对 比 ， 有 同 有 异 - 
її: 这 里 有 一 个 学 习 方 法 的 问题 ， 数 学 家 华罗庚 提 个 学 习 要 
做 减法 ， 去 同 存 异 ， 由 厚 到 薄 ， 所 以 ， 要 分 离 出 哪些 是 中 学 有 过 
的 ? 大 学 ( 曲 或 变 ) 减 去 中 学 ( 直 或 不 变 ) 剩 多 少 ? 所 剩 部 分 : 
大 学 ( 曲 )- 中 学 《 直 )= 误 差 
的 计算 ， 才 是 大 学 的 工夫 . 
生 : 下 意识 地 做 这 个 分 离 工 作 和 减法 ， 认 出 相同 和 不 同 ， 是 
对 大 学 生 4 年 的 基本 要 求 ! 我 这 个 大 四 的 学 生 ， 前 几 年 就 只 做 加 
法 ， 越 念 越 厚 ， 念 完 大 学 忘 了 中 学 ， 念 完 后 面 忘 了 前 面 ， 就 因为 
没有 做 分 离 和 减法 ， 没 有 认 出 相同 和 不 同 . 
师 : 当 你 们 学 到 第 7 章 时 ,会 进一步 加 强大 学 中 中 学 的 统 
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一 ， 前 者 往往 是 后 者 的 推广 ， 甚 至 是 照 猫 画 虎 . 


七 、 其 他 课程 


E: 改写 微 积分 ， 由 厚 到 薄 ， 保 证 简单 和 正确 ( 伍 鸿 申 这 么 
说 ) ， 让 我 们 从 痛苦 的 学 习 中 解放 出 来 .能 不 能 也 改写 线性 代数 
和 概率 论 呢 ? 

W: 我 还 不 能 ， 改 写 需 要 灵感 ， 失 到 酵母 才能 发 醇 、 就 像 写 
小 说 ， 没 有 灵感 或 酵母 ， 怎 么 发 酵 呢 ? 但 我 推荐 线性 代数 的 两 位 
改革 者 ， 一 位 是 美国 的 数学 教授 C. Strang (1991)， 另 一 位 是 中 
国 的 数学 教授 李 尚 志 ， 对 于 概率 论 ， 我 的 学 生 沈 小 平 ， 美 国 应 用 
数学 教授 ， 推 荐 了 С. Papanicolaou( 1973) 的 普及 写作 ， 将 概率 论 
跟 二 阶 微分 方程 联系 起 来 ， 见 5. 3 节 的 后 记 . 


八 、 专 业 研究 


Ж: 以 上 讲 怎么 学 微 积分 ， 专 业 研 究 是 不 是 也 这 样 呢 ? 
师 : 原则 一 样 ， 一 位 德国 同行 对 专业 演讲 提出 四 步 曲 ， 第 一 
步 中 学 生 能 懂 ， 第 二 步 大 学 生 能 慌 ， 第 三 步 研究 生 和 专家 才能 慌 
( 那 是 专业 ) ， 第 四 步 只 有 你 自己 悦 ( 那 是 最 新 成 果 ) ， 或 连 你 自 
N) 己 也 不 懂 ( 那 是 未 来 发 展 )， 所 以 专业 研究 也 要 下 分 高 的 工夫 ， 
专业 中 最 原始 的 部 分 认 出 来 ， 分 出 层次 ， 认 出 哪些 是 中 学 、 大 
St 哪些 才 是 你 的 新 成 果 以 及 下 一 步 的 发 展 . 
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Ж: 还 有 一 个 问题 ,数学 家 华罗庚 专业 研究 那么 深 ， 为 什么 二 了 
最 后 转向 推广 优选 法 (0.618 ， 黄 金 分 制 数 ) 呢 ? 

W: 据 数理 统计 学 家 张 里 千 说 : 华罗庚 说 数学 太 难 了 ， 所 以 
去 抓 0.618. 黄金 分 制 的 这 个 数 古 代 就 有 ， 不 好 说 是 创新 ， 可 是 
他 讲 得 最 好 ， 讲 成 世界 第 一 ， 就 能 感 天 动 地 ! 一 次 我 乘 出 租车 ， 
当 司机 得 知 我 也 摘 数学 ， 中 出 一 名 : “R, 0.618"! 还 听 我 的 老 
WREN, ERLID EKRE 1958 年 ) ， 说 读 了 他 在 光 
明日 报 写 的 水 坝 数学 ， 觉 得 很 好 ! 华罗庚 讲 的 东西 ， 从 百姓 到 领 
袖 都 听 得 进去 ， 这 就 是 他 的 数学 工夫 或 融会 吐 通 ， 还 有 数学 家 吴 
文俊 也 有 这 个 本 领 . 

Ж: 现在 数学 家 中 ， 普 及 做 的 最 有 影响 的 是 张 景 中 吧 ? 他 曾 
是 全 国 科普 作家 协会 的 会 长 

т: 张 景 中 除了 对 微 积分 的 初等 化 做 出 独到 的 贡献 ， 还 敢 磁 
中 学 几何 和 三 角 的 问题 ， 卓 有 成 果 ! 他 也 是 影响 广泛 的 人 物 . 
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十 、 微 元 法 的 其 他 应 用 


生 : 没有 人 会 用 基本 定理 来 测量 山高 ， 即 使 山坡 上 的 斜率 点 
点 都 能 测量 ( 只 涉及 一 点 附近 的 性 质 )。 相 应 的 底 又 怎么 测量 呢 ? 
这 几乎 不 可 能 .所 以 基本 定理 会 有 什么 用 呢 ? 
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师 : 基本 定理 首先 在 于 指出 山高 和 斜率， 积分 和 微分 之 间 的 
关系 ， 但 是 也 能 用 来 计算 曲 边 图 形 的 面积 和 弧 长 等 ， 已 见于 第 1 
FR. 此 外 ， 微 元 法 有 种 种 用 处 ， 甚 至 解读 托 尔 斯 泰 的 小 说 ， 你 若 
有 耐心 ， 请 继续 看 下 去 . 

Ж: 据 文学 界 人 士 说 ， 托 尔 斯 泰 是 头号 文豪 ， 他 的 作品 最 经 
得 住 时 间 的 考验 ， 那 么 能 不 能 讲 一 讲 他 的 小 说 跟 微 积分 有 什么 关 
RR? 

师 : 托 尔 斯 泰 (1987) 在 巨著 《战争 与 和 平 》 中 就 讲 到 微 积 
分 的 应 用 ， 他 说 :人 的 聪明 才智 不 理解 运动 ( 注 :相当 于 光滑 曲 
线 ) 的 连续 性 ， 人 只 有 在 他 从 某 种 运动 中 任意 抽出 若干 单位 ( 注 : 
相当 于 曲线 小 豚 ) 来 进行 考察 时 才 逐 渐 理解 ， 但 是 把 运动 分 成 越 
来 越 小 的 单位 ， 这 样 处 理 ( 注 ， 化 为 微分 ) 我 们 只 能 接近 问题 的 
答案 ， 却 永远 得 不 到 最 后 的 答案 ， 只 有 采取 无 限 小 以 及 求 出 它们 
的 总 和 ( 注 : 微分 的 积分 ) ， 我 们 才能 得 到 问题 的 答案 ， 数 学 的 
一 个 分 支 ( 注 : 微 积 分 ) ,已 经 有 了 处 理 无 限 小 求 和 的 技术 ， 从 
而 纠正 了 人 类 的 智力 由 于 只 考察 运动 的 个 别 单位 所 不 能 不 犯 下 的 
和 无 法 避免 的 错误 ， 在 探讨 历史 的 运动 规律 时 ， 情 况 完全 一 样 . 
由 无 数 人 的 肆意 行为 组 成 的 人 的 运动 ， 是 连续 的 ， 人 的 建 意 行动 
的 总 和 永远 不 能 用 一 个 历史 人 物 (一 个 人 、 国 王 或 统帅 ) 的 活动 
来 表达 ， 只 有 采取 无 限 小 的 观察 单位 一 一 历史 的 微分 ， 并 且 运 用 

у 积分 的 方法 (就 是 得 到 这 些 无 限 小 的 总 和 ) ， 我 们 才 有 和 希望 了 解 
史 的 规律 。 这 个 结论 倒 像 是 历史 学 的 基本 定理 : 
) 历史 = 微分 的 积分 ， 


不 能 用 一 个 历史 人 物 的 活动 来 表达 . >71 
生 : 但 是 在 前 面 的 中 讲 的 中 值 定 理 又 说 护理 论 | 
光滑 情形 ) 存 在 某 个 救世 主 (只 是 找 不 到 )。 矛 盾 ? N 
т. 这 些 解读 的 确 牵 强 附会 ， 但 是 基本 定理 毕竟 提供 一 种 思 过 jj 
维 的 微 元 法 ， 例 如 ， 人 金融 危机 ， 金 融 数学 家 彭 实 戈 说 : “这 是 一 
个 非常 大 的 事情 ， 但 又 是 一 个 非常 小 的 事情 ， 大 楼 什么 时 候 倒塌 
是 不 确定 的 事情 ， 确 定 的 是 一 砖 一 瓦 没 有 做 好 ， 问 题 出 在 一 砖 一 
瓦 没 有 控制 好 ， 才 会 出 现 这 样 的 大 问题 .” 
生 : 一 位 汽车 工业 的 工程 师 说 ， 他 的 计划 就 是 先 微分 再 积 
分 ， 微 分 指 让 每 一 个 工厂 做 好 汽车 的 某 一 个 原件 ， 积 分 之 后 就 是 
一 部 好 汽车 ， 好 像 管理 学 的 基本 原理 也 是 先 做 好 微分 后 再 积分 . 
师 ， 也 可 以 说 ， 每 人 都 在 做 微分 诀窍 就 在 做 得 最 好 ， 精 益 
求 精 (做 成 最 好 的 台 近 ， 见 前 面 的 “五 ”中 )。 所 谓 细节 决定 一 
切 ， 正 如 微分 决定 积分 . 
生 :华罗庚 讲 优选 法 ， 讲 得 最 好 ， 讲 成 世界 第 一 ， 一 位 大 学 
校长 讲 美化 环境 ， 说 扫地 也 要 扫 成 世界 第 一 ， 行 行 出 状元 ! 


十 一 、 微 积分 和 自然 科学 


E: 到 此 ， 微 积分 都 是 取 儿 何 图 形 作 参 照 物 ， 那 么 微 积分 只 
是 几何 学 吗 ? 

师 : 我 们 先 讲 几 何 ， 因 为 图 形 看 得 见 摸 得 到 ， 以 图 代 想 ， 看 
图 识字 ， 是 认识 世界 简易 可 行 的 方法 . 


БҸ 


| ы 


Ж: 那么 除了 几何 应 用 ， 还 有 别 的 什么 应 用 ? 

Жї: 微 积分 更 多 的 应 用 在 于 自然 科学 ， 它 的 语言 最 适合 于 自 
然 科 学 ， 其 中 斜率 或 变化 率 (一 阶 导 函 数 ) ， 或 加 速度 (二 阶 导 函 
数 ) 是 最 基本 的 概念 ， 自 然 科 学 需要 变化 率 、 加 速度 以 及 微分 方 
程 来 表示 它们 的 规律 ， 并 从 中 解 出 它们 ， 见 第 5 Ж. 

生 : 那么 什么 是 微分 方程 呢 ? 在 中 学 只 知道 代数 方程 和 三 角 
хет. 

т. йй ув ке РОК СП, ЯГ 
显 的 几何 意义 : 已 知 曲线 的 斜率 求 曲线 的 高 ， 也 就 是 上 面 “五 
中 讲 的 基本 定理 所 做 的 事 ， 如 果 退 回 中 学 (直角 三 角形 )， 一 眼 
认 出 那 就 是 三 角 方程 : 已 知 余 边 的 斜率 ， 求 它 的 高 ， 所 以 大 学 之 
中 认 出 有 中 学 . 

生 : 这 是 我 所 见 过 的 最 形象 的 对 微分 方程 的 解读 ! 

W: 每 过 到 大 学 新 面 且 。 就 要 认 出 中 学 旧 面目 ， 新 旧 对 比 ， 
温 故 知 新 ， 但 是 新 在 哪儿 ? 就 要 问 : 

大 党 = 中 学 =? 

这 样 才能 学 到 新 东西 。 这 也 是 上 面 “ 六 ”中 讨论 过 的 学 习 方 法 ， 
大 学 和 中 学 的 关系 - 

E: 那么 ， 除 基本 定理 (已 知 导 函 数 求 函 数 自身 ) 之 外 ， 还 
有 别 的 微分 方程 吗 ? 

师 : 多 的 是 ! 不 过 最 重要 的 是 人 口 微分 方程 ( 导 函数 依赖 
于 函数 自身 ， 或 变化 依赖 于 现状 ， 见 С. Strang(1991) 著 作 ， 它 和 
基本 定理 一 起 构成 了 一 阶 微分 方程 的 母 方程 ， 别 的 方程 都 要 变 成 


这 两 个 方程 ， 详 见 第 5 Ж. ЕШ, ASEE 
所 及 ! 

ж. 我 从 电视 上 听 到 ， 微 分 方程 的 途径 产生 了 自然 科学 的 革 SAN 
命 ， 由 牛顿 开始 用 它 ， 之 后 ， 所 有 的 科学 家 (包括 麦克 斯 书 、 2 ! 
ле, RAND WABE, НДЕ ИЕ ИНН. 

W: ЯС ЛЕНИ EEES, EEN 
斯 坦 的 微分 方程 ) 及 其 解法 乃 是 数学 研究 的 重大 课题 ， 数 学 太 多 
太 难 了 ， 这 也 是 华罗庚 的 感叹 ， 我 们 的 对 话 只 是 大 海中 的 一 注 
水 ， 但 愿 从 一 滴 能 见 全 身 . 

生 : 学 海 无 边 ! ЕЛ 

її 感谢 各 位 参加 登山 活动 以 及 微 积分 的 问答 


四 他 们 来 自 江苏 、 北 京 、 福 建 、 山 东 、 大 连 等 地 (因为 在 试验 之 中 ， RN, | 
暂 不 写 姓名 )- 


白话 不 翻译 成 函数 ， 难 以 计算 . 


图 形 和 函数 相 结合 是 主流 数学 的 精神 ， 我 们 假设 同学 具备 把 
图 形 写成 函数 的 能 力 ， 现 在 能 把 1. 2 节 由 白话 翻译 成 函数 . 


2.1 相对 误差 


先 定义 微分 ， 导 数 由 微分 套 出 - 

如 图 2-1 所 示 ， 设 函数 /=/(x*) 定 义 在 闭 区 间 [a,5] 上 ( 即 
*e[a,b])， 则 在 子 区间 [x,x +h] 上 ， 对 起 点 x*( 固 定 ) 及 一 切 附 
近 点 x*+h (其 中 h 是 变量 ) : 

ЛМЕ flx +) Д), 

微分 =A(x)h， 
测量 误差 =f(xz +һ)-/(х)-А(х)һ 


а ELI 


图 2-1 相对 误差 的 函数 表示 
《在 x 的 附近 点 x +h 处 用 微分 来 测量 小 负 高 的 差 量 ). 
相对 误差 ;测量 误差 与 底 相 比 ,在 x 及 附近 点 +h 处 ， 
«беке ДАЮ Да) „у, (2-1) 


于 是 ,每 一 测量 误差 = (相对 误差 )( 底 )， 在 * 及 附近 点 * + 
hik, 


f(x +h) = f(x) = А(х)һ= e(x,h)h, (2-2) 
其 中 假设 相对 误差 e(x,h) 会 小 于 任 一 指定 的 数 : 
|«(х,һ)!<1. (2-3) 
这 时 ， 由 (2-2) (2-3) ,惟一 确定 了 一 个 函数 
(xs):=4(z) ， 


PESTER х 的 导 函 数 或 斜率 ( 导 函 数 通过 微分 (2-2) (2-3) 来 
定义 ， 并 不 特别 ， 在 多 变量 情形 就 是 如 此 ). 于 是 ， 相 对 误差 (2-3) 
又 有 了 几何 解释 (1-4): 

lex, №) 1<С]ө-6,1. 


M... amane 


定义 (2-2) .(2-3) 是 否 难以 接受 呢 ? 但 是 法 国 数学 课程 标准 
(2001) 高 三 部 分 都 能 这 么 讲 ， 我 们 应 该 有 信心 ! 

《2-3) 是 相对 误差 的 最 一 般 的 形式 ， 称 为 第 一 种 ， 相 对 误差 
还 有 其 他 两 种 更 具体 、 更 简单 的 形式 . 

第 二 种 : 在 1.2 节 之 2) 看 到 ,在 常见 情形 ( 连续 可 微 ) ,相对 
误差 不 仅 在 点 点 变 小 ( 即 点 态 可 微 ) ， 而 且 整体 一 致 变 小 ( 即 一 至 
可 微 ) 或 

le(s,h)| = e( <1 (2-4) 
《相对 误差 的 上 界 elh) MA x ЖЖ). 这 时 微分 (2-2) 进一步 表 
达 为 
Wa +В) Аа) =f'(x)h| < «(һ)һ, (2-5) 
右 端 眼 点 * ЖЖ. 

第 三 种 : 相对 误差 能 不 能 知道 是 怎么 变 小 的 呢 ? 在 常见 情形 
(1.11 节 注 6, 曲 线 更 光滑 ) 中， 不 仅 有 (2-4)， 更 有 可 见 的 相对 
误差 : 


le(s,h) | = Ch (2-6) 
与 4 成 比例 ， 这 时 曲线 称 为 利 普 希 茨 可 微 ,(2-5) 更 明确 了 : 
Wa +) f(x) Оо) Ch (2-7) 


FE, HAm т 便 一 眼 认 出 ， 初 学 者 无 需 事先 学 习 极限 
яне. 
到 此 ， 有 三 种 可 微 : 点 态 可 微 (2-2)、(2-3), 一 致 可 微 
-4) (2-5) 和 利 普 希 茨 可 微 (2-6) (2-7). 三 种 可 微 由 弱 到 强 ， 
可 见 到 可 见 , 各 有 用 途 . 若 考虑 充 要 条 件 (1-10) ,要 用 (2-3); 


|» жө! 


若 只 考虑 充分 条 件 (1-12) , 便 用 (2-4) ;但 对 于 初学 
见 情形 下 ， 不 妨 选用 可 见 误差 (2-6) ， 如 免 抽 象 的 


2.2 导数 的 推导 


试探 初等 函数 ,它们 的 相对 误差 都 如 (2-4) 或 (2-6) ， 见 下 面 
的 推导 . 

采用 微分 定义 (2-2) ， 使 得 可 能 用 展开 的 方法 (无须 e5) 
来 构造 这 个 导数 : 把 真 高 /(x + А) Ус) РЭ h 的 一 次 宕 项 ， 其 
余 项 是 一 个 高 阶 的 量 : 比 h 减 小 得 快 ， 那 么 这 个 一 次 每 项 的 系数 
《惟一 的 ) 便 确定 为 /的 导数 7/"， 什 么 叫做 高 阶 量 或 比 h 减 小 得 快 
W? 举例 来 说 ,A(x)=*， 它 的 真 高 是 (x +h)? а? =2xh +, FIE 
的 一 次 筹 项 的 系数 惟一 的 ) 便 确 定 为 /"(x)=2x， 其 余 项 = 人 ， 
是 高 阶 量 ( h 减 小 得 快 )， 或 者 说 e(x,4)=h， 跟 点 x 无 关 ， 类 似 
地 ( 见 2.4 节 ), 对 母 函 数 x*、sinx、cosx( 生 成 所 有 的 初等 函数 ， 
暂时 不 出 现 。*) ， 都 能 够 按 展开 法 来 构造 具体 的 导数 /" 和 相对 误 
差 e(x,h) ,后 者 能 被 4 的 倍数 控制 : 

le(x,h)|<Ch, 

即 (2-6). 这 就 把 抽象 的 e(x,h) 换 成 了 具体 的 Ch， 于 是 微分 
(2-2) BIRT (2-7). 

注 是 否 需要 极限 的 问题 ， 据 阿诺德 (2006 ) 说 : 泽 利多 维 
奇 在 自己 “为 初级 物理 学 家 和 技术 人 员 ” 编写 的 分 析 学 教科 书 
中 ， 把 导数 确定 为 函数 与 自 变量 的 增 量 比 例 ， 他 假设 最 后 的 增 量 


| ， ы 
oa Mathematics 


Go to Educast 


不 是 特别 大 ， 对 于 正统 数学 家 们 关于 需要 极限 的 反驳 ， 他 回应 
ЭИ. 在 这 里 “比例 极限 ”是 没有 用 的 ， 由 于 不 可 能 得 到 太 小 ( 比 
如 说 ,小 于 10…“" 米 或 秒 ) 的 自 变量 增 量 ， 只 是 因为 在 这 样 的 尺寸 
下 空间 和 时 间 性 质 成 为 量子 的 ， 所 以 借助 于 数学 一 维 连续 统 描 
述 ， 超 出 了 模型 精确 度 ， 泽 利多 维 奇 把 “数学 导数 ”理解 为 方 

| 便 的 近似 渐 近 公式 ， 实 际 上 可 以 计算 我 们 感 兴趣 的 极限 增 量 的 
比例 . 


= 2.3 微分 的 变形 
现在 把 1.3 节 前 半 部 由 白话 翻译 成 函数 . 
(2-2) 把 微分 取 在 曲线 小 段 的 起 点 x*， 只 是 一 个 特例 ， 直 观 
可 见 切 线 也 能 取 在 小 段 [x,x +h] 中 任 一 点 &€=x + Oh (0<0<1) 
处 ， 如 图 2-2 所 示 . 


eem (1-00) 


СТУ 


图 2-2 切线 到 在 中 间 
у. Жн (2-2) 能 有 如 下 的 变形 : 
СС. f(x+h) Јо) = f'(E)h+E(E,h)h, (2-8) 


б 相对 误差 三 见 (2-9). 


| лж 
EM ”只 要 把 看 成 新 分 点 жей 
[个 上 分 别 计算 右 微分 和 左 微分 了 
Рожда -в)уһ) 站 
+e(,(1-0)R)((1 -0)h) , ر‎ 
Ла) СЮ (өн) + «Се, 6%) өн), 
相 加 即 (2-8) ,其 中 相对 误差 
Ф.А) = e(€ 0h)0 + є({,(1- 0)h)(1-0) (2-9) 
(左右 误差 的 平均 )， 证 毕 . 
由 (2-8) (2-9) ,得 知 (2-4)~(2-7) 有 如 下 变形 ， 


|a(€,h) |< elh), (2-10) 
Wæ +R) а) СОК «(һ)^һ, (2-1) | 
1е(е,һ) |€ Ch, (2-12) 
Vs +) Л) = М Ch. (2-13) | 


它们 将 在 第 3 章 用 到 . | 


24 导数 的 更 多 例子 
AREA, SMRK. 

1) M flax)=x'(n=0, 1,2, …)， 它 的 真 高 是 

(x „Ма 


Ph tot h", 


Ф RAMS Ле А) Ла) Сва h) h, MEZEM E h А-В. 
JA) -fs A) -fC hels, ADA. 


OQA 
Xi OO 下 面 列 出 最 简单 的 一 份 导 数 表 : 


М.... arse 
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则 一 次 短 项 的 系数 (惟一 的 ) 便 是 /"(x)=nx"', 其 余 项 
| D pakt g o «мас 


ЖИНИ НЕ h WHR). 或 者 说 测量 误差 |e(x,h) | < Ch. 
2) 当 /(x)=sint， 则 选 (惟一 的 )f'(x)= cos, ЖЕШ 
( 比 4 减 小 得 快 )、 暂 设 >0 (自己 检查 h<0 的 情形 ) , 
Тех +A) sin x —/"(x)h| 
= [sin х сов h +сов x sin h —sin x—cosx +A | 
= |sinx( cosh —1) + cosz( sinh — A) | 
1 -cos h + (h -sin h) «С, 
这 里 用 到 三 角 不 等 式 (图 2-3) : 


Е ‚2ш! Lelie 
1-совй=2 вй 2®2*' 
к-чаһ<һ-һ cos hai h, 


或 
«ху! она 


图 2-3 三 角 不 等 式 
жые 类 似 地 ( 作为 练习 ) , 当 /(*)= cosx， 
可 选 (惟一 的 )/"(x)= - sinx， 使 测量 误差 <Ch*， 是 高 阶 量 ( 比 
h 减 小 得 快 ) ， 或 者 说 相对 误差 e(x,h) Ch. 
三 角 函 数 求 导 的 更 有 趣 的 方法 ， 见 M. Livshits(2004). 
у 但 是 ， 对 于 对 数 函数 Inr 和 指数 函数 。 ,其 定义 到 3.5 节 再 


NG) 


(eos) =— sinr, к; 
其 中 ,第 一 式 中 的 n 不 仅 是 自然 数 ， 也 可 以 是 有 更 数 ( 其 中 >0, 过 j \ 
见 2.5 节 之 4))， 甚 至 是 无 理 数 . (但 其 定义 要 用 到 实数 , 另 册 再 
UD. 都 怪 这 些 公式 不 够 美 (例如 ,第 二 ,第 三 式 差 一 符号 ) BAR 
用 难免 记 不 清 ， 但 是 有 一 条 ，e" 的 导数 不 变 ， 不 会 记 错 ， 这 是 忘 
了 其 他 函数 的 导数 后 还 能 留 下 的 惟一 结果 - 
易 见 sin 和 cos 都 满足 下 述 的 “二 阶 向 分 方程 ”: 
J"(x)= -/\х). 
它们 的 线性 组 合 显然 也 满足 ， 反 之 亦 真 ， 见 5.2 W. 


2.5 微分 法 则 


原则 上 ， 可 以 继续 用 展开 法 对 更 多 的 具体 函数 构造 导数 ， 如 
果 这 样 ， 对 于 每 一 个 具体 函数 ， 都 要 有 一 种 方法 来 构造 它 的 导数 | 
和 相对 误差 ， 太 费事 了 ， 没 完 没 了 ， 微 分 法 则 之 所 以 成 功 ， 正 是 
因为 它 只 依赖 于 非常 少 的 几 个 初等 函数 ， 如 多 项 式 、 正 屁 函 数 和 
3.5 节 的 指数 函数 ( 称 为 母 函 数 ) ,不 用 每 次 都 从 定义 出 发 来 求 函 
数 的 导数 ， 而 是 通过 下 述 微分 法 则 ， 生 成 任何 初等 函数 的 导数 . 

函数 加 减 乘除 的 导数 、 复 全 函数 以 及 反 函 数 的 导数 ， 都 有 一 
定 的 法 则 来 算 . 

G) 加 法 法 则 (+g)'=/"+g', 数 乘法 则 (of )'=d" .这 两 
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个 法 则 好 想像 到 ; 

(й) 乘法 法 则 ( fe)’ =f'g +f’ , 它 不 是 希望 的 那样 :( Je)’ = 
е» 
(їй) 除法 法 则 : 车 L(x)|>=m>0, Ж 
{Жүз 
p> (7 be 


(У 
Я 
EREBE: (£) =h 
多 次 应 用 法 则 (ii) 就 能 得 出 求 军法 则 : 
к RE) = mx)) 7 
但 有 更 一 般 的 复合 函数 的 导数 : 
(iv) 链 式 法 则 : 
Cg(z) )) =/'(а(х))к'(х). 
这 是 最 难 的 微分 法 则 ， 但 不 可 少 ， 因 为 大 多 数 新 函数 的 构造 来 源 
于 链 式 函数 的 &(z) ), 即 把 一 个 函数 插入 另 一 个 函数 之 中 ， 称 为 
复合 ， 首 先 要 弄 清楚 函数 之 间 的 组 合 ， 例 如 ， 
y=sin 重 写作 y=sinz, 
у=з?х ЖЫ у=г, 
у= RH yz, 2#. 
(0) 反 函 数 求 导 : g(x) 是 7 的 反 函 数 指 和 & 相互 抵消 : 
由 后 者 两 边 求 导 ， 并 用 (iv) , 则 当 


Жа(х))=х Н g(f(x))= x, 


єс Ж к'(х)=1//'(к(х)). 
这 些 法 则 很 实用 ， 推 导 并 不 难 ， 只 是 机 械 的 演算 ( 见 本 章 附 


但 演算 较 长 ， 有 点 乏味 ， 只 要 知道 确 有 方法 能 够 生成 任何 


т. йш, 
1) 从 (*)'=1 和 乘法 法 则 
IR] TI, FH (°) =n 
2) 多 项 式 函 数 可 微 ， 并 有 


(а, +аух+аз? 


,利用 数学 归纳 (作为 练习 ) 能 A 


2 


+a)’ 
=a, +2а;х + 3a, ++ tnaa". 


3) M(x) '=1 MERKEN (iii), MARAA EAI) 
人 能够 得 到 1x" 在 任何 不 包含 0 的 闭 区 间 可 微 ， 并 有 


(< 
美妙 的 是 这 与 1) 具有 相同 的 形式 : 乘 以 指数 并 且 指数 减 一 . 
所 以 ， 宕 函数 的 微分 法 则 (x) = nx". KHE n 是 正 还 是 负 
都 成 立 ,但 n 必须 是 整数 . 
4) 我 们 希望 指数 为 分 数 n= p/g 时 ， 能 保持 相同 的 法 则 : 
aan, Фуа" Щу 
af 


J-E (НЕШ Л), 
af 


f= п" (注意 n=， far), 


或 (y= 


， (йай), 


所 以 ， 宕 函数 的 微分 法 则 (x")'= ат", эң п 是 分 数 时 也 成 立 ( 实 
际 上 ,n 可 以 是 任意 实数 ) 
5) 再 利用 加 法 (i) 和 数 乘法 则 (ii) 以 及 除法 法 则 (证 ) 能 够 得 


| 微 积分 快餐 
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到 有 理 函数 ( 即 两 个 多 项 式 之 比 ) 在 分 母 不 为 0 的 任意 闭 区 间 上 
的 微分 法 则 ， 证 明 作为 练习 . 
6) 2.4 节 已 经 知道 sinx 和 cosx 的 导数 ， 利 用 除法 法 则 (证 ) 
还 能 够 得 到 tanx 、cotx 、secx cser 的 导数 : 
(tanz)' =sec x, 
(cotx)’ == ese, 
(secx)' =secxtanx, 
(eser) =- esexcotx. 
证 明 作 为 练习 ， 记 不 住 就 查 表 
7) 如 果 y=sinr,x =arcsiny, 那 么 


这 里 还 引用 以 下 6 个 函数 作为 例子 (细节 见 G. Strang( 1991) ). 


ARO) ТТЛ ЖЕЛ) ГТ 
К WE КЕЯ 0) 
асу rsecy yD 
жш vas) == -yD 


证 明 作 为 练习 。 记 不 住 就 查 表 . 

这 些 导数 都 是 在 微分 学 中 经 常用 到 的 . 

导数 的 应 用 ( 如 极 大 和 极 小 理论 ) 在 第 1 章 附录 中 有 些 描述 
要 参考 其 他 教材 ， 例 如 ， 国 内 有 华罗庚 (1963 年 以 来 ) 的 《高 


第 2 章 жеж 


等 数学 引 论 》, 国 外 有 : С. Strang( 1991) 的 Ged,Y 
1. Yaglom( 1987) 的 Higher Math for Beginners. ЖШТ 
业 (如 物理 、 生 命 科学 、 经 济 、 管 理 ) 来 选取 - j 

在 结束 本 章 时 ， 我 们 强调 一 下 ， 从 那些 具体 函数 构造 导数 的 过 有 
过 程 中 ， 认 可 了 微分 各 种 形式 (2-2) (2-5) 、(2-7) ,也 包括 
(2-8) (2-11) (2-13) 的 可 行 性 . 


\ 


附录 微分 法 则 的 推导 


为 了 节省 符号 和 计算 ， 我 们 采用 如 下 形式 的 利 普 希 获 可 微 的 *! 
定义 (2-7): 
f(x +һ)-/\х)-/'(х)һ 000), | 
100) «с. | 
加 法 和 数 乘法 则 (i) УЕ (ЕЛУ). 现 证 乘法 法 则 (i) : 
аавв) а) (а) 
=f(x +h)g(x +Һ)-/\х +h)g(x) +f(x +h)g(x)-f(x)g(x) 
=f(x +h)(g(x +h)-g(x)) + g(x) (f(x +h)-f(x)) 
Kx) (g(x +В) (9) +(e) Оа +) Да) 
+ (f(x +В) Ла) (g(x +В) (9) 
р) (а^ ОВ ОСЕ) + g(x) СОВ +00 )) 
ССО О) ) (дв ОСЕ) 
=н (x) +f (adel) )h +000). | 
PI, fa Ik, HAU) =f' e +e. 


МЮ... паян 
cattomua Mathematics 


Got: 


除法 法 则 (їй) 的 证 明 : REMC) (14D=1 开始 ， 注 意 1 的 导 
数 是 0， 再 应 用 乘法 法 则 : 


Луо 所 以 (1) 
也 能 由 导数 的 原始 定义 开始 ; 


de 
Kath) f(x) 
OD) 
f(x +h)f(x) 


„(Dh + O(h) 
те Дх + Юу) 


„f (Dh +O) , -/'(х)һ+о(гу 
a)? Дх +f) 


_Д'оюк+о(гу 
ох) )* 

- „ду 

оу) tUa 


ls 5) 


БЕ до? GE) to ) oh Eth) 


f(x +Һ)/\х) 


(фол on). 


所 以 ,1M 可 微 , 并 有 (1IM ) = -/'//?. 


全 
О © 再 联合 乘法 法 则 (ii) 能 证 得 (作为 练习 ) 一 般 的 除法 法 则 : 
© 


90) (9) 
6) 


© 


Uk cn 时 求 军法 则 成 立 ,由 乘法 法 则 推出 k=n+1 时 也 成 立 : 了 人 
UVEC N'ES F +f Yt YT 2) 
这 样 就 得 到 正 整 数 的 求 军法 则 ， 类 似 的 ， 从 指数 -1 开始 ， 我 们 
又 能 从 除法 法 则 得 到 负 整 数 的 求 军法 则 ， 当 指数 为 分 数 n=p/4 
M, Qes” Waf’: 
ав! =pf (两 边 运 用 整数 的 求 短 法 则 ) , 


к= ( 约 分 ,注意 /=g")， 


а="! (注意 n= 局 ， =f). 


MN, RRM) =n, i n Б йй (RRL, 
n 能 是 任意 实数 ) ; 
链 式 法 则 (iv) 的 证 明 ; 
Саъ һ))-к(\х)) = вО) Us +Һ)-/х)) + ОО) 
= к'(\х))"'(х)һ + О( у) + OC) 
= #'(\х))/'(а)^ +ga) ) + Oh) 
= к'(\бх))/'(х)һ + OCh). 
反 函 数 微分 法 则 (v) 的 证 明 : 如 果 f(g(x))=x 且 g(f/(*))= 
,那么 g(x) 就 是 /x) 的 反 函数 . 如 果 所 xz) 可 微 且 导数 满足 矿 = т 
>0, 由 基本 定理 知道 严格 递增 . 因此 三 有 反 函 数 g(z) 在 Le) , 
5)] 上 .利用 f(g(*))=* 和 链 式 法 则 "(g(x))g'(x)=1, 证 得 
(х) АЯ 


жал 
телен... 

х В | я 
(=a) CEO. 


令 y=g(x) 和 x*=/(y) ,能 够 写成 更 好 看 的 形式 : 
dd, d.l 
ga Ж g E 
Mx = к`' (у) 的 斜率 乘 以 了 7=E(x) 的 斜率 等 于 1 
图 解 的 证 明 见 M Livshits (2004). 


白话 不 翻译 成 函数 ， 教 师 不 放心 . 


第 2 章 只 考虑 小 和 区 间 上 的 高 以 及 微分 ， 本 章 要 考虑 全 段 区 
间 上 的 
SBIR =/05)-/а) 

以 及 各 小 身上 

微分 的 和 = >) OLA 
KHE у RMS GEE Ели тия AB 
误差 : 

Л) -Ла)- У Mh 

ЕЯ 


3.1 基本 定理 : 简单 形式 
现在 把 1.2 节 由 白话 翻译 成 孙 数 . 


.... пале 


ао to Educational Mathematics 


HALERE, заанен арест в) а 
ЛЫ -Ла)- У f'(x)h 
= (b-a) lelah ) 的 平均)， 6-1) 
转换 为 第 2 章 有 过 的 相对 误差 . 当 且 仅 当 有 可 积 条 件 (1-9) (这样 
的 曲线 称 为 平均 可 微 ) :对 所 有 分 割 当 加 密 
|e(x,h) 的 平均 | < e(h)<1 (3-2) 
(平均 的 上 界 与 分 点 x 无关) 才 有 基本 定理 . 
如 果 加 强 些 (不 是 充 要 条 件 了 ) ,直接 用 上 界 (2-4) : 
= le(x,h)| <e(h)<1 
(相对 误差 的 上 界 与 分 点 x 无 关 ) ,于 是 平均 <e(h) ,(1-13) 化 为 
|%)-Ха)- У, Р б)в| Ф а)е(һ) (3-3) 
ЕЯ 
与 相对 误差 的 上 界 成 正比 
这 个 上 界 e(h) 有 多 小 ? 直到 4.1 节 才 认 出 
e(h)= уа VAOR KOIN 
但 是 ， 如 果 有 利 普 基 区 条 件 (2.6) ,(3.2) 变 成 显示 的 估计 
150) -Ха)- У /'‹х)һ|< ch (3-4) 
жаа 
与 最 大 底 成 正比 . 
副产品 得 到 微分 学 中 两 个 最 有 用 的 定理 ， 
Го) #0 э/х)= с, 
f(x)>0=7(x)1 


©» 


ОУ 可 积 ). 
NO) 


3.2 基本 定理 : 完整 形式 “ 


现在 把 1. 3 节 的 后 半 部 由 白话 翻译 成 函数 . 
由 微分 的 变形 (2-8) 出 发 ， 那 么 全 段 高 跟 完 整 的 微分 和 ( 即 
现 有 教材 的 黎 显 和 ) 之 间 有 全 段 误差 
»-Жа)- E f'(E)h 


etma 
= У м 
etma 
= (b -a)(# 的 平均 ). (3-5) 
这 实际 是 (3-1) 的 变形 : 由 特殊 和 变 到 歼 曼 和 ， 即 是 变 回 了 相对 
误差 E， 取 其 平均 ， 当 且 仅 当 有 (1-9) (曲线 平均 可 微 ) , 才 有 基本 
定理 . 所 以 ,把 微分 定义 (2-2) 变形 为 (2-8), 才 有 完整 的 基本 
定理 ! 
由 于 (3-5) 太 重要 了 ， 下 面 仔细 写 下 全 部 证 明 过 程 : 
把 全 区 间 [a,6] 分 割 成 n+1 小 段 区 间 [xivx +A), J a = 
mca < <an =b, hax =x (3-1). 


图 3-1 KAHM 


在 各 小 段 区 间 上 写 出 小 段 高 的 测量 误差 (2-8) ， 即 是 
Жж + ho) Ло) СЕ) = E(fosho)ho, 
Kar +һ)-/бж)-/'(&)һ = EE h has 


Kan + ha) -/\х,„)-/'(& ЭҺ, = є(&.,һ„)һ,. 
然后 把 它们 一 个 挨 一 个 地 加 起 来 , 了 的 中 间 值 相 消 ， 剩 下 两 头 ， 
即 全 区 间 上 的 总 高 /(5)-/(a). 其 结果 ,左边 写成 


Ж®-ла)- STE 
右边 相 加 ， 便 是 全 段 误差 (3-5): 
Уел b-a) рав). 
此 即 相对 误差 二 的 平均 ( 差 一 售 数 5 а). Н ЧАГАТ ВНЕР 
《1-9)( 曲 线 平均 可 微 ) :对 所 有 分 割 当 加 密 
EER) 的 平均 | < «(һ)<1 (3-6) 
(平均 的 上 界 与 点 无 关 ) 才 有 基本 定理 ， 这 里 和 以 后 把 理解 
为 最 大 的 名 
如 果 加 强 些 (不 是 充 要 条 件 了 ) ,直接 用 上 界 (2-10)( 即 一 致 
可 微 ): 


IEE h) lE elh), i=0,.,n 
《相对 误差 的 上 界 与 点 所 无 关 ) ， 于 是 平均 <e(h) ,(1-11) 化 为 


[лю-ла)- Sres (®-а)е(һ), 
与 相对 误差 的 上 界 成 正比 ， 如 果 有 利 普 希 区 条 件 (2-10) ,更 具体 


| -ка)- Уле» с. 


зза коша 


HRANA ho, AMERA ER EES 

АЫ а) = [оё 

(EERE TIME) HEA EDERN, е \ 

是 一 个 确定 的 值 ， 不 依赖 于 如 何 细 分 以 及 如 何 取 中 间 值 (不 一 定 
到 在 分 点 二 ) ,总 是 趋向 一 个 确定 的 数 /5)-/(a)。 

后 iD 如 果 曾 学 过 概率 ， 上 述 基本 定理 的 可 积 条 件 (3.6) 


《其 中 分 点 随机 选取 ) 可 以 用 概率 来 解释 ， 如 果 随 机 变量 x 的 概 
率 密度 为 


ког R О<х<! 本 
0, 其 他 ， | 
则 有 以 下 结论 : 任意 随机 函数 /(*) 的 期 望 为 EU(x)) = 


[Жору = [ad .由 上 述 ,分 制 是 任意 的 ， 分 点 位 置 = 


是 具有 上 述 概率 密度 的 随机 变量 、 所 以 ， 当 h 给 定时 ， 相 对 误 
差 e(*,h) 就 是 关于 * 的 随机 函数 ， 它 的 期 望 为 E(e(x,h)) = 


[оов езх 无 关 , 便 能 将 其 上 界 e(h) 代 人 上 式 右 


六 ,得 到 E(e(x, 有 )) = [Cehd < «(А ) .对 任意 的 区 间 [aib， 


只 需 在 上 式 右 端 乘 上 区 间 长 度 (常数 ) 即 可 ， 这 样 ， 当 一 0 时， 
e(h) 一 0, 所 以 期 望 E(e(x,h))， 即 全 段 误 差 也 趋 于 0， 基本 定 
理 成 立 . | 


四 ”这 个 后 志 是 由 朱 起 定 改写 的 - 


| ABARRE 


3.3 ”基本 定理 : 充分 条 件 ( 初 学 不 读 ) 


1) 3.2 节 已 给 出 了 最 简单 的 充分 条 件 (2-4) , 即 / 一致 可 微 . 
这 不 需要 实数 或 其 他 知识 . 

下 面 利用 M. Livshits(2004) 的 巧妙 方法 〈 避 开 中 值 定理 ， 但 
要 用 一 点 实数 ) ， 证 明 其 他 几 个 充分 条 件 ，M-Livshits 先 证 明了 下 
面 的 增 函数 定理 ; 

假设 导数 /(*) > 0,x e [a,b], WA SEMAN: СЬ) 
2/(a). 

上 面 定理 掏 似 平凡 ( 图 形 易 知 ) ,但 证 明 不 凡 . 华罗庚 (1963， 
第 六 章 ) 从 /"(a) 的 定义 出 发 : 

Жа +В) =f(a) +f'la)h+ela,h)h. 

MRS Са) >0, 取 -ela,h) <f'(a) ОЧА ЖЛ), PR f(a + 
h) >/(а). 这 是 不 是 说 明 / 在 a 附近 上 升 呢 ? 数学 需要 严格 的 拷 
间 . 张 景 中 也 指出 ， 它 并 不 说 明 在 区 间 (a,a +h) 中 任 取 两 点 u< 
vR Сш) <f( 0) (除非 /一 致 可 微 )， 所 以 增 函 数 定理 还 需要 更 
严格 的 证 明 。 其 证 明 有 点 技巧 ， 初 学 先 不 读 . 

Жй@/'> c。>0 在 [a,b], 引 入 

5={хє[а,&]: f(x) > Да) |. 


(Оў Ш ає5, ЖА 50. % 4=зир5, WE fd) > fla) (h FSE 


ND) 


). 如 果 4<5， 从 上 述 点 态 可 微 的 定义 得 到 
© d+h)= f(d) +f'(d)h-eld,h)h= fid) +(с-є(4,Һ))һ, 


所 以 可 以 找到 某 个 >0 使 得 
fd+h) > fid) > Да), 
所 以 d+AeS ЖУ 4=зир5 FM! 于 是 4=6, ШЛ) > ба). SAN 
证 明 有 点 形式 ,意思 是 要 证 J(z) >/(a) 对 一 切 xe [a,b], \/ 
只 要 先 证 使 之 成 立 的 区 间 [a,y] у 的 上 确 界 为 b 
MERAH S > 0, 引 入 辅助 丽 数 g(x)=/(x) + er,e >0. 此 时 加 
到 上 述 情形 ,最 后 得 到 
Д®)-а)>с(а - b). 
既然 。 是 任意 常数 , 7(0) > f(a). 
还 可 以 得 到 增 函数 定理 的 等 价 形 式 可 | 
FDSC), t e[a,b]= 6) -/Са)>в(%)- gla). 
只 需 将 上 述 证 明 左 端 换 成 -5 即 得 - 
然后 ，M. Livshits(2004) 再 来 证 明 : 
2) /连续 等 价 于 /一致 可 微 。 
必要 性 很 显然， 只 要 将 (2-8) PN E BIRNEN edax А): 
аЛ рт) |е). 


由 三 角 不 等 式 便 得 
` ISE -S'E elh) (3-8) 
《但 差 一 个 倍数 ) 
充分 性 要 有 一 点 小 技巧 。 假 设 /一 致 连续 : 
f'(€) ~e(h) р) </'(&) +є(Һ), t, е (а, +h]. 
注意 到 如 入 与 + 无 关 ， FÆ EM е(һ) ЕЖЕ, BAM 
(W) 函数 定理 (其 中 的 g(t)= ОСА) (А) )0) 88] 


M... ыы 
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UCE) - Elh) )h = fix + А) - f(x) < (f'E) + elh) Yh. 
于 是 


|ё(ё,һ)\ж elh), 
所 以 太一 致 可 微 ， 且 有 一 致 估计 
|дю-Да)- Er) < -oe (3-9) 
з) улагага. 
当 / 有 界 ， 并 且 除去 有 限 个 间断 外 ， 在 其 他 各 点 连续 ， 基 本 
定理 同样 成 立 ， 证 明 如 下 (图 3-2) : 


72 ا و‎ 
а аа x t Ра 
图 3-2 区 间 分 点 


把 [a,6] 分 成 n+1 个 小 眉 区 间 ， 分 点 记 作 x。=a,x,，… 
ха DJEP n SE Sanh, =x х. = max h,,i=0， 1. 
WU) 1С, xe[a,6], 且 /' 的 间断 点 只 有 一 个 (多 于 一 个 的 情 
况 可 以 类 似 得 到 ) , 记 作 p， 可 知 与 点 p 相交 的 区 间 至 多 有 2 个 ， 
如 图 3-3、 图 3-4 所 示 ， 区 间 总 和 记 作 J， 总 长 度 不 超过 2h. 

当 间 断 点 疡 恰好 是 分 点 时 ，J 包含 两 个 区 间 . 


б 图 3-3 间断 点 是 分 点 
KO 当 间 断 点 P REAR, J 只 包含 一 个 区 间 . 


站 在 [a,5] 减 去 J 余下 的 有 限 个 闭 于 区 间 上 ， 函 数 /' 连 续 ， 所 


سم 


图 3-4 间断 点 不 是 分 点 


以 /一 致 可 微 ， 相 对 误差 一 致 小 ， 即 当 & elab], 
|.) Is «01. (з-10) 
在 J 上 ("有 界 ) 可 以 证 明 相对 误差 有 界 . 
ТАБ 和 三 角 不 等 式 得 到 
/'(4)-2С SI) EE)+2C 1, G elasta]. 
注意 到 名 与 + 无关， 于是/"() 是 常数 ， 应 用 增 (或 碱 ) REN y 
(其 中 的 g(t)= 0"(&) #2C)4) 得 到 
СОСЕ) -2С)һ, & f(x) = f(x) < ОСЕ) +2С)һ,, 
所 以 
| a(é,h) 1s2C. (3-11) | 
综合 两 种 情况 ， 平 均 (REBRE) Eh: | 
[EEE hh) <> ее.) + E „1 „һә 
Selh) E „в +2СУ „№ 
<e(h)(b - а) +2С -2h <1, (3-12) | 
其 中 第 一 部 分 Zu 所 涉及 的 小 区 间 不 与 间断 点 p 相交 ， 有 | 
(3-10); WBA E 所 涉及 的 每 一 小 区 间 属 于 J]， 都 与 间断 点 
př, 有 “(3-11). 便 可 以 得 出 估计 式 


к-да) - УЬ (b -a)elh) +C- h. 
(3-13) 


M... anoe 
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4) f MI (A ERA). 
最 有 趣 的 条 件 是 了 "单调 有 界 ， 不 妨 认为 单调 不 减 ， 把 [a,5] 分 
成 上 +1 个 小 豚 区 间 ， 分 点 记 作 xo 中 


„п. ЇЛЇШ 3-5 PR. 
узе ие = == 
загу x 5 i 
图 3-5 区 间 分 点 

LED 


Ра) 70) (а), te [xx]. (3-14) 
注意 到 х, x 296, FÆ (DM (x. ) 都 是 常数 ， 应 用 
增 (或 减 ) 函数 定理 〈( 其 中 的 Со) = Саа) е е) (а) 0) 
得 到 

f(s)h < f(x) -ANE E f (xuh, 
便 有 
Ра) 0) &&,һ)</'(х„)-/'(ф). 
所 以 有 
Тасе, sh) | Smax( |/'(х,.,)-/(&)1,/"(х)-/'(&)1) 
<f" (sf (x) (3-15) 
未 必 小 ， 但 是 有 界 ， 而 且 其 和 也 有 界 : 


Ж [EREE E UC.) 7001 


) (©) =/'(%)-/'(а). (3-16) 
Operat, езшен. 
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ПО] ла) Ўрок) ræ ro al 
用 可 见 的 量 晤 开 抽象 的 。 -8 语言 ， 以 上 对 3) 、 
由 我 的 学 生 陈 关于 做 的 . 2 
这 一 节 的 证 明 有 点 长， 幸亏 结 论 简 明 . 2 


3.4 由 微分 表 得 积分 表 


《3-7) 给 出 了 积分 法 : 如 果 积分 号 下 的 函数 可 以 写成 导 东 数 
(的 形式 ， 那 么 积分 的 结果 便 是 原来 函数 Kx) 在 两 个 端点 值 
的 六 (5)-/(a)， 这 样 ， 把 2.4 节 的 微分 表 例 过 来 ， 就 得 到 了 积 
分 表 ТИНИ, +Е (3-7) 中 路 去 积分 的 上 下 限 及 左边 原来 本 
MODEL, IRR Са = Дх): | 


rax = n#-l, 


[созд =sinx, 
[ахх = - cose 


(注意 : 这 不 是 现 有 教材 中 的 不 定 积分 一 一 本 书 不 需要 这 个 概念 ). 


3.5 积分 表 的 突破 : 自然 对 数 和 指数 
(有 赖 于 实数 ) 
WRIN М. Livshits(2004) 指 出 的 ，3.4 节 的 第 一 个 积分 ， 虽 然 | 
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当 n=-1 时 失去 意义 ， 但 积分 号 下 的 函数 It(1<+<x*) 是 一 个 
好 函数 ,应 该 有 积分 (或 面积 ) ， 记 之 为 自然 对 数 函 数 


һб) =f Lar. (3-18) 


虽然 直观 上 深信 ， 这 个 函数 的 面积 应 该 存在 ， 但 我 们 还 是 要 通过 
代数 ， 计 算 它 的 左 (端点 ) 和 与 右 (端点 ) 和 (图 3-6、 图 3-7) : 


76 
1 Б 


тз-6 左 和 与 右 和 图 3-7 左右 和 的 单调 性 
左 和 为 


ЖЫ 


HMA 
21.1 =. Сг, 
кышт + TR Ысыгы 
显然 
2 1 
Жош; L-R, = 1-1). 


FA 由 图 3-7 还 能 看 出 左右 和 的 单调 性 : 


oO 有 
ХО Wm 


h 1 1 к 1 
2Їгє Gn) ma ir би + DA < Tf 9 


h h 1 1 
IE 219 a 1) 05 г (тут, 
所 以 ， 只 要 加 入 新 分 点 ， 右 和 增加 ， 左 和 减少 ， спан 
但 并 不 越过 : 

R.<R,.< SL, <L, 
中 间 夹 住 的 一 个 数 (根据 实数 的 完备 性 ,或 说 实 轴 无 洞 " ) 猜想 就 
是 1ML(1<sesx) 的 积分 ,或 对 数 函 数 (3- 18)( 对 于 一 般 的 连续 函数 ， 
也 有 这 样 的 结果 , 见 G. Strang( 1991) ,但 我 们 针对 特殊 的 1/1 来 验 
W, WMT). 

G. Strang ( 1991 ) 提出 一 个 问题 : 这 个 数 与 加 密 方式 有 关 吗 ? 
回答 是 否定 的 ， 事 实 上 ， 对 于 一 般 的 加 密 方式 ， 由 图 3-6、 图 3-7， 
同样 得 到 左右 和 序列 ， 并 有 性 质 : 只 要 加 入 新 分 点 ， 右 和 增加 ， 

左 和 减少 ,它们 徙 此 靠近 ， 但 并 不 越过 了 ?， 中 间 也 夹 住 一 个 数 . 
下 面 用 反 证 法 ， 证 明 对 于 任 一 加 密 方式 ， 夹 住 的 数 都 是 惟一 的 

反 证 法 : 不 妨 把 上 述 通过 等 距 对 尘 加 密 方式 夹 住 的 数 记 作 

4 假设 存在 另 一 种 加 密 方式 ( * ) ,得 到 的 左右 和 序列 分 别 是 


O 证 明 如 下 : 国 为 时 于 1 < a. <<. 有 


ele-al,‏ اعا 
киштин JUME ткай асат, 100 0 <‏ 
с-на л] 的 左右 和 相关‏ 
а-а De |,‏ ,)4-1( 


所 以 当 max |, =, RO. EE т ИДЕН ан. 


4 
=т=, 2 
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ILI ,R; | , 夹 住 的 数 是 B(B AA) ;那么 每 一 次 都 将 这 两 种 加 密 方 
式 (等 距 对 半 加 密 方式 和 另 一 种 加 密 方式 (* ) ) 的 分 点 合并 ， 就 
得 到 一 种 新 的 加 密 方式 (+) ,得 到 的 左右 和 序列 记 作 IR, L1. 
显然 它 既是 对 等 距 对 半 加 密 方式 的 加 密 ， 也 是 对 加 密 方式 (* ) 
的 加 密 ， 便 有 
R< R} < L} < Ly, 
RIS R} < L} < L; 

申 于 |R.,L.| KERA, К; „| 夹 住 数 B， 从 而 对 于 加 密 方式 
СВ) ,左右 和 序列 1R ,已 | 夹 住 两 个 不 同 的 数 4 和 8， 与 任意 加 密 
方式 的 左右 和 序列 彼此 靠近 矛盾 ! 这 就 证 明 不 论 通 过 何 种 加 密 方 
式 ， 得 到 的 左右 和 序列 夹 住 的 数 ( 即 积分 ) 是 惟一 的 . 

以 上 证 明 有 点 哪 喉 ， 但 中 间 并 无 跨度 ， 是 自然 过 渡 ， 只 需要 
耐心 ! 

对 数 的 如 此 定义 虽然 是 构造 性 的 ， 但 并 非 实用 算法 ， 待 到 第 
4 章 泰勒 级 数 时 ， 再 介绍 更 好 的 算法 . 

于 是 3. 4 节 的 第 一 积分 对 n= -1 也 有 了 答案 ， 由 对 数 来 填 
补 , 这 是 对 积分 表 的 突破 ”由 积分 公式 (3- 18) 和 基本 定理 
(3-7) , 猪 到 对 数 的 导数 

а)" 4. 

这 容易 由 定义 2-2) 来 验证 在 点 x (RIE), 
eeso-ao- 芭 -IE 


геал 
|+; 


第 3 章 积分 法 ( 


N 
(1980) 及 G. Strang( 1991). 把 对 数 函数 反 过 来 ， 就 可 以 定义 措 N) 


数 函数 : 


ln(e") =x, 
求 导 后 
ае) 07а, 
所 以 
(е')'=е'. 5r 


这 就 是 指数 函数 * 令 人 吃惊 之 处 : 它 的 导数 就 是 它 自身 ， 不 变 . 
如 果 说 别 的 函数 求 导 不 一 定 记得 牢 ， 那 么 “的 求 导 不 会 记 错 ， 由 
此 ， 在 积分 表 中 又 添 了 一 道 美丽 的 “风景 ": 
[кө e 
更 重要 的 是 (Strang,1991) ,指数 函数 解 出 了 应 用 上 最 重要 的 一 个 
微分 方程 : 
Гб) = Ка), f(O)=1. 

这 也 是 法 国 数学 课程 标准 (2001) 中 介绍 的 方程 ， 详 见 第 5 Ж. 

以 上 是 M Livshits(2008 ) 的 路 线 ， 由 我 的 学 生 陈 冰 泰 具体 计 
жиш. 

这 是 一 个 例子 ， 开 始 由 积分 表 的 内 在 需要 出 发 ， 引 出 自然 对 


四 ”单调 表 增 ; 科 法 的 对 数 变 成 对 数 的 加 法 :in( er) = Ina + Ins; {EO ВВТ -=, 
在 = ашат =. 
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数 函数 ， 它 的 反 函数 又 引出 了 自然 指数 函数 ， 结 果 解 出 了 应 用 上 
最 重要 的 微分 方程 ( 见 5.1.2 节 :中 国人 口 问题 ), 这 个 解 的 实际 
算法 见 泰勒 级 数 (4.4 节 ). 所 以 ， 理 论 一 应 用 一 算法 ， 或 说 纯 数 
学 、 应 用 数学 、 计 算数 学 成 为 一 体 . 

对 于 其 他 还 不 在 表 中 的 函数 ， 如 VT 一 、Inx， 怎 样 求 出 它 
们 的 原 函数 ， 可 以 试用 其 他 方法 ， 常 用 的 有 以 下 方法 . 


3.6 积分 代 换 法 


积分 的 加 法 和 数 乘 由 2. 5 节 的 微分 法 则 容易 得 到 .从 略 ， 积 
分 对 区 间 的 可 加 性 可 由 歼 昌 积分 的 定义 得 到 〈 将 区 间 中 点 取 作 
Аж). 
由 2.5 节 的 链 式 法 则 (iv) 
Cg(e) )) = f'(g(x))g' (x), 
导出 积分 代 换 法 


[EDE de= оа 


00) Лаба) рса, 


这 使 得 在 计算 复杂 函数 的 积分 时 ， 有 时 能 变 成 3. 4 节 积 分 表 已 有 
的 函数 ， 但 使 用 时 技巧 性 较 强 ， 例 如 ， 倒 过 来 用 ， 令 * =sin t, 


Га Аат coude 


5 = оона (reo) а. 


о) 


| 积分 法 { 
S 
后 者 能 在 3.4 节 积分 表 查 到 хш, ~F! / 


fife jah feae 


(Феда) ,作为 练习 ， 由 读者 自己 作 上 下 限 的 变换 ; 3 
Ih < 
те 
(Фа 7, = sda) ,作为 练习 ， 由 读者 自己 作 上 
下 限 的 变换 
3.7 分 部 积分 法 ш 


Ф) и(я) g (x)= 0х). 根据 公式 (3-7), 
[юк = Дх), Јо) = кб), 
有 求 和 法 则 
Јова = fx)+ &(*) 


= fuds + Јр, 
根据 公式 (3-7) MIRREN: 
u(x)v(x) = Јав) а= f(u’ ав) de 
= fuv'dx + | ued 
(假设 其 中 一 个 积分 存在 ) ， 可 以 得 到 分 部 积分 : 
fw'de=u(x)v( x) = 人 vd 


.... ы 
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分 部 积分 是 一 个 小 诀窍， 关键 是 选择 а Mo 选择 的 目的 是 为 了 
使 u'r оао 容易 。 这 可 以 从 下 面 的 例子 看 出 . 

例 [rede 不 能 在 表 中 查 到 , R$ u=x Mo =e ,有 u'=1 
和 w=e", 所 以 

реве ванае =e, 

这 里 ， 我 们 把 re' 的 积分 转化 为 表 中 "的 积分 ， 这 里 分 部 积分 起 
的 作用 就 是 把 等 本 数 的 等 次 降低 一 次 - 

又 如 ,| хсовайфх,}ДФ и =x MI v’ = cosx, Af u! =1 A v = sinz, 
所 以 

]хсочдх =хайпх- | sinxds =x sins + cosx, 


这 里 ， 我 们 把 хсовх 的 积分 转化 为 表 中 sins 的 积分 ， 这 里 分 部 积 
分 起 的 作用 仍 是 把 寡 函 数 的 宕 次 降低 一 次 . 


再 如 ， 对 数 函数 的 积分 finde KIERPER, WG u = 
ах 和 v=1, 有 uw =1/x 和 =x, 所 以 
Леа: =xinx- [dx =xinx-x. 


这 里 ， 我 们 把 nx 的 积分 转化 为 数 1 R. 
有 些 例子 甚至 需要 多 次 使 用 分 部 积分 公式 : 


Је чаках =e" sinx- fe" созйх 


Se" sinr—e'cosr-fe'sinsdz 


Је эїтйс= те" (sins = cosx). 


A| 
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注 1 凡是 能 直接 用 基本 公式 的 ， 不 应 把 时 间 筑 在 分 部 积分 
上 ， 例 如， 数学 家 华罗庚 有 一 道 考 题 :|x)/"(x) dx =? 就 应 该 
直接 用 基本 公式 

JIi, 

这 叫做 基本 功 ， 基 本 公式 的 潜力 还 表现 在 4. 2 节 ， 那 里 连用 几 次 FT 
基本 公式 (不 用 分 部 积分 ) 便 套 出 泰勒 定理 . 

注 2 积分 法 和 微分 法 的 处 境 完全 不 同 ， 对 任意 初等 函数 ， 
它 的 导数 总 能 计算 出 来 (也 是 初等 函数 ). ЫЫ 
数 ， 如 sinx/x (在 工程 中 )、e“( 在 概率 论 中 ) 、1/inx、 sinx*、 
Монт (HERKE), стварана. ж 
实 上 ， 具 体 的 积分 很 少 能 通过 (3-5) 来 计算 ， 要 得 到 这 些 函 数 的 
积分 ， 只 能 求助 于 数值 方法 ， 见 第 4 章 附 录 

所 以 ，(3-7) 作为 积分 的 计算 不 是 完全 成 功 的 ( 卓 里 奇 ， | 
2006) , 它 的 作用 首先 在 于 把 积分 跟 微 分 联系 起 来 


3.8 面积 测量 
把 1.5 节 由 白话 翻译 成 函数 . | 
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| 积分 值 本 来 是 当 区 间 不 断 细 分 时 微分 求 和 的 最 终结 果 ， 或 者 
想 成 斜率 图 的 面积 (图 3-8)， 这 是 无 数 矩 形 的 面积 的 和 ， 这 个 算 
术 本 来 难以 完成 ， 但 是 ， 由 于 有 了 等 式 (3-7) ,一 举 服 得 最 终结 
果 ， 实 在 奥妙 . 


图 3-8 高 度 图 与 斜 素 图 


3.9 弧 长 测量 
把 (1-18) иеа На 
s= GY de. (3-19) 


这 正 是 中 学 勾 股 公式 的 推广 : 由 直到 曲 ， 它 的 组 成 单位 ( 微 元 ) 
都 是 中 学 勾 股 公式 (1-17). 所 幸 的 是 ， 曲 和 直 之 间 的 差别 能 消失 


УК 
2 


leak Баже 


х 
的 周 长 : ЖА аз) IF ERS f 


j ( ле 
上 А-2 


ZA 
geme. 2 


N 
3-20) AÑ 
20) A 


= f =F ау 


SRE 
这 里 式 (3-20) 的 被 积 函 数 是 无 界 的 ， 还 需要 另行 处 理 ， 这 里 从 __ 
略 ， 可 见 ， 用 (3-19) 来 计算 弧 长 可 能 很 复杂 ， 它 首先 是 说 明 弧 长 
和 斜率 的 关系 . 
阿诺德 (2006 ) 给 出 一 个 有 说 服 力 的 例子 ， 他 指出 : 一 个 标 
准 正弦 曲线 的 长 度 : 
[re dr = 7.64. 


只 比 模 轴 的 长 度 (2w) KtR 20% (H 3-9). 


图 3-9 正弦 曲线 之 长 


例如 ，5 米 的 横 轴 大 约 相当 于 6 米 的 标准 正弦 曲线 ， 直 观 只 能 说 | 
曲线 比 横 轴 长 ， 只 有 弧 长 公式 才能 定量 ， 这 里 真正 用 到 了 斜率 或 
导数 . 

EI 一 般 教 材 是 用 小 段 上 的 市 线 长 来 代替 这 段 上 的 曲线 长 ， 
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жз 一 般 教 材 是 用 小 段 上 的 割 线 长 来 代替 这 段 上 的 有 曲线 长 ， 
然后 又 把 割 线 转 化 为 切线 ( 因为 我 们 只 知道 曲线 上 的 斜率 ). 我 们 认 
为 这 反而 引起 麻烦 (因为 必须 用 中 值 定理 ) ， 不 如 直接 用 小 段 起 点 
的 切线 长 来 代 蕉 小 段 曲线 长 ， 它 并 不 改变 最 后 的 结果 . 


没有 数学 符号 ， 泰 勒 不 能 展开 . 


基本 公式 (3-7) 能 够 改写 许多 公式 . 
第 3 章 由 微分 (2-2) (作为 原因 ) 导出 基本 定理 (3-7) (作为 结 
Ж). 现在 颠倒 过 来 ,由 结果 (3-7) 改 写 原因 《微分 ). 


4.1 重 写 微分 定义 


本 来 是 由 微分 (2-2) 或 (2-8) 导 出 积分 (3-7). 现在 颠倒 过 来 ， 
由 积分 (3-7) 


Дх +h) -fx) Гло, 
改写 微分 (2-8): РНЕ — а £ e [x,x +h], 
Лан Лю А =S U) ЈА 


= M. ы 


Go to Educational Mathematics 


由 此 认 出 了 相对 误差 的 上 界 
= upper OOl 
这 里 我 们 利用 了 一 个 事实 ， 若 lg|<C, 则 
[реса |= cc fan. 
理由 : 由 定义 (2-2) 出 发 ， 令 & = 三， 
[ea = К+) 
= Св + elx h)h 
چا‎ FREE 
相 加 得 


[eda У [вов (кб) (а,Ь 
再 估计 
[еса Сс 1+ le 0А 
< [С + (А) 106 -а), 
其 中 用 到 假设 (2-4) :|e(x,h) | (в) «а. 于 是 只 能 | [ets)d| < 
с(ь-а). 
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(0) 泰勒 定理 是 微分 (2-2) 的 延伸 ， 它 的 真面目 不 过 是 基本 定理 
好 -7) ,连用 几 次 . 下 面 采用 缩写 :~ b RER lalab. 


LO) 


Jek РРА " 


首先 ， 基 本 定理 可 以 认为 是 函数 /在 点 В. айз) 
成 同一 常数 , AE) (Ee [x,x+h])， 所 造成 的 误差: N 
5 N 
IIE) = [700 вА) h эте! 27 \/ 
其 中 ，Av(/') 表 示 记 的 无 限 个 数值 的 平均 (或 者 避 开 它 , 跳 到 最 
后 的 结果 ). 
微分 (2-8) 则 认为 是 函数 /在 点 x 的 附近 被 换 成 关于 的 线 
PERRA) + M CE) 所 造成 的 误差 : 
Ka +һ)-/х)-М'@ 
= [исә в [7 рудама g 
am upper lI dndast uperil, 
ARM RTS DEEE МНЕ УВИС е НАЕ Ch, 
与 点 * 无关, 并 随 着 一 起 变 小 ). 同 理 ，/ 在 起 点 x 附近 能 够 继续 


换 成 关于 h HAKAN, MARGRET K, h, … 相 比 也 | 
很 小 : 


A 

= f SUGD -O lisis Гутава, 

з= perf f f dedede =H upper". 8-0) 
Жез) -AD A) -E Ee 
mh pper lf |, 


— M... таян 
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лож да) уо) ута) e Ee 
ГЕЛЕ 
这 是 具有 累 次 积分 余 项 的 泰勒 定理 . 


FHT N xo, rth 为 *， 并 讨论 余 项 的 求 导 ， 节 出 余 项 ， 
如 (4-1) 中 的 


во) = [人 ro)asdsds，IRl< 和 全 wpperln|， 
它 的 导数 为 


， 
R) = 人 [Go)dsds，IR< 和 appern|， 


Ж) = (nds, IR] Sh upper "|, 
Ra) =f"), 

其 中 余 项 的 各 阶 导数 (又 称 全 范 数 ) 只 用 高 阶 导数 (又 称 半 范 数 ) 
来 控制 ， 这 就 是 计算 数学 误差 分 析 的 理论 根据 Bramble-Hilbert- 
Xu 引 理 

刘 喜 蕉 指出 余 项 也 可 加 到 单 重 积分 形式 (需要 小 技巧 ,从 
о. 

注 经 典 的 泰勒 余 项 是 由 陆续 作 分 部 积分 来 证 明 的 ， 这 需要 
多 花 时 间 和 脑筋 (技巧 ), 难 记 ， 不 妨 称 为 间接 方法 ， 我 们 只 记 住 
基本 定理 急中生智， 就 直接 用 基本 定理 ,连用 几 次 就 套 出 来 


, 1 » к 
(Оў 了 ， 多 轻松 ! 这 叫做 因祸得福 ， 也 称 为 直接 方法 


ZO. 亲民 开 式 的 应 用 能 取材 于 许多 教材 ， 例 如 ， 华 罗 记 (1979) 、 


Ө) 1991). Ү. Zeldovich-L Yaglom( 1987) 等 的 著作 . 
С) 


则 泰勒 展开 就 是 小 股 上 积分 的 一 种 求 积 公式 ， 例 如 ， 
0) -моо|< wperle'l, 

ео емо ко 

栅 形 、 中 点 、 辛 普 森 等 求 积 公式 不 过 是 上 式 的 变形 ， 见 附录 ， -1 


в 
< g чррег| 4" |. 
6 ا‎ 


4.4 泰勒 级 数 
在 上 面 的 泰勒 展开 中 ， 改 = 00, x +h x, REY 


Ла) 0) = /'(0)х ДО) +R, 


і Topper уе. 


如 果 当 充分 大 后 ,7 "都 是 有 界 的 , 则 整个 无 限 和 是 一 个 泰勒 
级 数 ， 所 以 很 多 函数 可 以 展开 为 级 数 ， 特 别 值得 注意 的 是 下 列 函 
数 的 展开 : 


E E AE E 
Inflar- i ++, 


Otay +n + BZD, Ааа). (Дра 


可 以 是 有 理 数 ,甚至 无 理 数 ) ， 
其 中 第 一 式 特别 好 记 ， 且 收 笋 很 快 ， 以 x=1 КА, 得 


i gti 
мы ا‎ р 


5 KT e RHEDMUOE 
е =2. 71828182845904523536---. 


45 欧 拉 公 式 
把 所 定义 为 一 个 级 数 
e" =1 + (i) + (i)? + (e) +g + gO ++, 


利用 


#=-1 
把 级 数 分 为 奇数 项 和 偶数 项 ， 认 出 为 余弦 和 正弦 : 


T Ea 
= (деди 


O = coax + i sinz. 
O 与 “(指数 增长 ) 截然 不 同 ， 含 有 振动 的 分 量 ， 如 果 前 者 用 于 
> О 学 、 经 济 学 (所 谓 一 阶 微分 方程 ) ,后 者 则 用 于 物理 、 工 程 


зая ют их 
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(所谓 二 阶 微分 方程): 见 第 5 Ж. 4 


进一步 地 ， 
(е“)' = ~ sinx + ieosr = i(cosx + isinx) = ie". N 
同 理 ， 对 于 一 个 复数 有 2 


(eme, (e) sae" 
等 ， 也 就 是 函数 e* 的 导数 ， 保 持 了 同样 的 类 型 (只 有 系数 不 同 ). 
这 经 常用 来 解 二 阶 微分 方程 ， 也 见 第 5 Ж. 


附录 ”积分 数值 方法 
级 数 展开 式 可 以 省 去 一 项 或 几 项 ， 便 得 著名 的 求 积 公式 ; 在 
每 一 子 区 间 上 ， 有 
梯形 公式 : 


引 


[оь 0009) + gs + 00): Ovpperlel. 
中 点 公式 : 
[ооа = hefa + Ê) у= аррар, 


ила 


[сда = heta) -$ (е + E) x 38 арраи], 


С] 


a 
f ted, ео) ++ (x + Ê) 

p. б) 

r 480 PPE Г, 


ха = 2x 中 点 公式 + 梯形 公式 , 49h ко 
PERAR 2 :~ жр PPer le” 1, 这 


М... ыы 
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бее! 


HAS amb 是 代表 |a| <b. 其 证 明 只 是 演算 ， 太 长 了 ， 受 不 了 
《除非 有 简化 证 明 ) ， 不 必 读 ， 仅 作为 备忘录 : 首先 ， 
Сабк) +g(x+h)] -2g(x)-hg'(x) 


= [коз = ha'a) ~ рр, 
a(z +Ë) во) be) 


2 А 
= f edn = Ber е pperle"| 


一 (其 中 第 一 式 中 的 大 改 为 h/2). 其 次 ， 把 5 变 为 g'， 同 时 把 h/2 
HEARS, 


А 
(В) е еа) :~ }күррү Їн”. 
最 后 ， 


Геб) el +h) 1-E (s+ &)-28(s) ме) 
Кеб) Бе) 
= онаа +) дао) Ме) о) -Eero 
еф) со Ве] 
бз = еса, -Er оэ] 


еса, -# оо] 


-ff ers) Е 
ГУТ «сва, 


‚ х 

m од upper |+ 5 о 
ү!” 1+ турү! 
м 

= E upari”, 4 


Ф(х+А/2 ) + 100609) +g(x +R)] 
х+һ/2 ا2ء‎ ж) +g(x +h РИТ) 


-人 Ме) 
= le(s +) -e-tro - Eea- еба) 
н р 
gle) +&(x аде) м) Ке) Ве (а)] 
= FH козга, = ВИР) -Ero 


+ Hf fran Мос) Мес] 


| 
ИГ өг, ес) 


M... ыыы 


Go е Educational Mathematce 


А 3£ “|, f $ f “g” (s, )dsydsds,ds, 


+ Eff ГЕ? чә, 


y юр z 
рЫ 


Sre perla- 
因此 ,矩形 .中 点 、 辛 普 森 等 公式 成 立 , 即 
[воа себно +h)] 
А y 
= [оем оо 
- Ha) tela + В) - 2ga) -he'(*)] 
Р 5 / 
этиитин шр. 
а 
[«00%-м(: + È) 
а үз 
= f ads- (= g'a) 


-het +5) 600-6 к'о] 


„È в w 
"зт Е ГОИ 


[isei еа +®) 
O = feet -het бесове) 
е 


90) 


) 


(8) 0) 50] 


Sg 
AS] 
E a жў 
атре ла етае a E 


S eeds- [ec + g++ (+ £) 
+ [ово Е ео) - Бе) Кеб) 
инве +h) - gr (s+) -26() 


А 
м) бе) fr] 


0 (4 1 
perla” (a) |+ wpper le oja 


(,) da, - Ж\к +h/2) + Alala) als +һ)] 
„)Ф = 


+ [еа смо) ео) Кеб) -ro 
24 /2[в(х) + gt h 
Шү х+ М2) +1. 1 х х + 


А ， 
в) Деб) ША. - оо] 


КЫ 
© © wj, o 
em E upperlg + perl | = 2880 "pperlg |- 


Eee 


D0” 以 上 是 我 的 学 生 澳 和 克 . 要 次 儿 天 助 算 的 (应 该 还 可 以 简化 和 改进 )- 


有 两 个 最 简单 的 微分 方程 ， 第 一 个 能 由 前 面 有 过 的 基本 定理 
(3-7) 直接 求解 ， 第 二 个 不 能 由 基本 定理 求解 ， 需 要 利用 3.5 节 
造 出 的 指数 函数 求解 、 然 后， 其 他 方程 都 要 变 成 这 两 个 方程 ( 所 
谓 母 方程 ) 才 能 解 出 . 

法 国 数学 课程 标准 (2001 ) 高 三 的 微 积分 也 介绍 了 这 些 方程 
(但 无 证 明 ) ， 不 能 说 太 难 . 


5.1 一 阶 微分 方程 


5.1.1 第 一 方程 
С? ) 前 面 见 过 的 基本 定理 (3-7) ,给 出 了 高 和 斜率 之 间 的 关系 式 : 


(6) 


已 知 山坡 /的 斜率 
/'(бх)=в(х). 
求 山高 /自身 (х>а). Ла ЛИЛЕ, ЯГА. > 
的 几何 说 明 ， 它 有 显 式 解 27 
Ka) = Ха) + Гас). (5-2) 
它 是 一 个 函数 ， 但 是 中 学 只 学 代数 方程 ， 它 的 解 只 是 一 个 数 . 
微分 方程 这 个 工具 是 牛顿 创造 的 ， 用 于 经 典 力学 ， 此 后 就 被 
许多 科学 家 所 继承 ， 用 到 不 同学 科 之 中 ， 例 如 ， 马 尔 萨 斯 把 它 用 


№) / 


于 人 口 学 , ЖУИЧНЕЕ РАА, ЙИНЕ ЛУЧЕ уут 


学 ， 这 些微 分 方程 对 我 们 的 生活 有 切身 的 影响 ， 如 人 口 预 测 ， 手 
机 以 及 纳米 都 和 这 些 方程 有 联系 . 


5.1.2 第 二 方程 


人 口 间 题 造 出 另 一 个 方程 ， 人 口 增长 率 刀 依赖 于 当时 的 人 口 

总 量 /: 
F=f). (5-3) 

法 国 数学 课程 标准 (2001 ) 高 三 的 微 积 分 就 介绍 (5-3 ) 给 中 学 生 . 
С. Strang( 1991) 也 曾 指出 ，(5-3) 是 应 用 数学 (生命 科学 .经济 学 
等 ) 中 最 重要 的 微分 方程 ， 数 学 家 常用 到 它 。 它 与 第 一 方程 (5- 
1) 不 同 ， 不 能 由 基本 公式 (5-2) 直接 求解 ， 但 是 又 必须 造 出 一 个 
解 ， 否 则 许多 方程 也 解 不 出 来 。 所 以 第 二 方程 是 一 个 关卡 ! 

前 面 3. 5 节 已 造 出 (5-3) 的 一 个 解 ， 表 示 为 指数 函数 


e" (5-4) 
(如 果 " EERE, WH C «= )， 这 是 微 积分 (基本 定理 ) 
的 突破 . 它 有 什么 意义 呢 ? 

这 里 讲 一 件 发 生 在 我 国 的 实例 ，2000 FERMANN, 8 
家 挨户 实 查 一 年 多 ( 约 5 亿 人 年 ) ， 查 出 是 12. 66 亿 人 ， 若 用 微分 
方程 ,一 个 大 学 生 只 花 5 分 钟 (5 ЛАБ), 算出 是 13.45 亿 人 ， 两 
种 结果 相差 不 多 ， 但 效率 有 天 壤 之 别 ， 前 者 又 费时 又 慢 (5 亿 人 
年 )， 后 者 又 省 又 快 (5 人 分 )， 这 是 什么 道理 呢 ? 后 一 方法 的 基 
本 原理 是 : 设 /(x) 在 时 间 * 的 人 口 数 ， 于 是 根据 马尔 萨 斯 定律 
(5-3) 来 算 : 已 知 其 中 增长 率 r=0.0148 以 及 过 去 的 数据 /(1990) 
=11.6 亿 人 ( 朱 学 贤 等 ,2000) ， 根 据 (5-4) 或 (5-10)， 得 出 
2000) =13. 45 亿 人 ， 可 见 ， 数 学 能 够 作为 预测 或 验证 现实 的 一 
种 又 省 又 快 的 方法 ， 说 微分 方程 关系 到 国计民生 的 大 事 ， 并 非 天 
方 夜 潭 ”这 就 是 为 什么 牛顿 - 全 布 尼 区 说 “必须 解 微分 方程 ” 
的 道理 . 

注 1 刘 嘉 共 说 ， 实 查 和 预测 相差 8000 万 人 ( 占 6.4%); 但 
他 又 指出 ， 这 可 解释 为 人 口 流动 和 少 报 所 造成 

与 人 口 预 测 相似 的 ， 还 有 气象 预报 ”在 此 引用 吴 文 俊 
(1995) 的 描述 :“ 所 谓 气象 预报 ， 无 非 是 根据 过 去 一 段 时 期 ， 对 
各 地 压力 、 温 度 、 降 雨量 等 的 实测 数据 ， 以 及 表达 气象 变化 规律 
的 这 此 函数 间 的 微分 方程 用 数学 方法 推算 出 今后 一 段 时 期 内 的 


Коре 以 预报 气象 特征 而 已 . ” 
); 


JO) ж—н=. 应 有 核 曝 炸 预报， 根据 可 测 的 数据 ， 以 及 表达 术 


NO) 


爆炸 规律 的 微分 方程 ， 应 该 能 由 少数 人 在 计算 向 上: 
法 ， 代 痊 直 接 的 大 气 或 地 下 核 试验 ， 推 算出 核 爆炸 | 
现在 流行 的 说 法 科学 工程 计算 已 成 为 除 理论 和 实验 之 外 的 第 三 SAN 
手段 FV 

以 下 ,把 第 一 方程 (5-1) 和 第 二 方程 (5-3) 作为 求解 许多 方 
程 的 母 方程， 别 的 方程 都 要 变 成 这 两 个 方程 才能 解 出. 


5.1.3 线性 微分 方程 (分 解 为 母 方程 ) 


考虑 比 第 二 方程 (5-3) 更 一 般 的 线性 微分 方 各 四 
Р +т(х)/=в- 
法 国 数学 课程 标准 (2001 ) 高 三 的 微 积分 也 把 它 介绍 给 中 学 生 ， 
注意 ， 到 此 我 们 只 有 第 一 方程 (5-1) 和 第 二 方程 (5-3) 可 解 ， 所 
以 别 的 方程 只 有 变 成 这 两 个 方程 时 才 可 解 。 为 此 ， 在 上 述 线性 方 
程 两 边 有 以 待定 函数 B(x) ,， 
В/'+т\х)В/=В к, 
使 左边 能 配 成 一 个 导数 : 
人 
#В'=г(х)В, 
其 中 ， 前 者 来 自 第 一 方程 ， 后 者 来 自 第 二 方程 ， 认 出 


| B1=[(emds=jpedr， 


B(x) = е. 
(第 一 式 可 以 相差 一 个 常数 ). 


| төене 
Асто Mathomaricr 


#2 解 方程 有 一 点 技巧 ， 中 学 解 二 次 方程 要 配 成 平方 这 
里 解 微分 方程 则 配 成 导数 . 


5.1.4 ”分离 变量 方程 
考虑 方程 右 端 能 分 离 


PARIY): 
т Ру"), 
使 左边 能 配 成 一 个 导数 
A 1'#б' 0, 
C= 
《其 中 用 到 复合 函数 求 导 ) ， 两 者 来 自 第 一 方程 ， 认 出 
CURa) ] = ес), 


Gn = 047 
《第 一 式 可 以 相差 一 个 常数 )。 以 上 两 个 方程 的 解法 ， 见 布朗 
(1978)《 微 分 方程 及 其 应 用 》- 


5.1.5 с. 
A 更 一 般 的 方程 
©, 5.1.4 小节 已 经 解 出 一 阶 方程 /'=g(x)/1Y)， 对 于 更 一 般 的 


Oa 


Fz) 7) 


一 方面 转向 (5-5) 的 存在 和 惟一 性 定理 也 见 布朗 (1978); 另 一 方 УМК 
面 也 转向 (5-5) 的 近似 解法 ， 欧 拉 折 线 算法 (法 国 数学 课程 标准 一) / 
(2001) 高 三 的 微 积分 也 把 它 介绍 给 中 学 生 )， 为 了 更 好 理解 这 个 
算法 ， 先 对 最 简单 的 第 一 方程 和 第 二 方程 做 试探 ， 看 看 它们 是 什 

么 样 的 ? 跟 显 式 解 如 何 相像 ? 


5.1.6 第 一 方程 的 欧 拉 算法 证 


回 望 基本 公式 (3-7) 的 前 身 ， 见 图 5-1. 
图 5- 1 中 不 连续 的 折线 ， 通 过 平移 ， 能 蔡 换 为 连续 折线 ， 
见 图 5-2. 


t 


Н | 
图 5-1 жан 图 5-2 连续 折线 


这 两 种 折线 的 求 高 公式 是 一 样 的 ， 都 是 基于 微分 或 小 自 切 线 的 
高 ， 是 基本 公式 的 有 限 步 计算 ,能 写 为 欧 拉 算法 ， 见 图 5-3. 
按 (5-1): /'=g, 有 


Jefe) 
et 


图 5-3 колажа 


h=fota(xo)h, f. 
JE а = <x < <x, < =x, 


写 为 


=f. +g(x)h, (5-6) 
Sma t А Ја), 或 


а= f(a)+ У, жов, 
与 第 一 方程 的 解 基本 定理 (3-7) 相像 ， 是 它 的 有 限 类 比 ， 有 误差 
Ea = Хх) -fan = /\х)-Да) ¬ (e 
《此 即 1. 2 节 的 全 段 误差 )， 由 (3-3), 
|ЕЁ, „| <(х-а)е(һ) «Ch, 
所 以 ， 第 一 方程 (5-1) 的 欧 拉 算法 就 是 基本 定理 ， 算 法 是 合理 的 . 


5. 1.7 第 二 方程 的 欧 拉 算 法 
回 到 人 口 方程 ， 又 称 第 二 方程 


f'(x)=f(x)(x>0), /(0)=1 (5-7) 


| NS 
zsa ma 
fu а +юу,= а кюед | 7 
=(1 +h) 
其 中 假设 及 =1，(n+1)h =x. 利用 第 二 方程 (5-7) , /=/', 
够 推导 误差 
hi =(1 +), 

к) -£1= Cs -Aa -Ahl =| f [оа 
<} qelf F=f, 
f= (1 +). 

Wa) -Al 
= Wn) f(x) -Kaht Lfl) -AIA +h) | 
<C +CH (1 +h), 
f= +®)/,, 
Wa) -fal 
= Ia) f(s.) f(x. )h +C) =f.1(1 +h) l 
SCR + СЮ(1 +h) + +C +h) OBRE) 


=Ch[ (1+h)"”" -1] 《等 比 数列 求 和 ) (5-9) 
=Ch[ (1 +) -1] 
<Ch(3 -1), (5-10) 


最 后 的 不 等 式 用 到 (1 +h)" <3 (对 一 切 )。 令 =1/n， 


1y 1 1 
(+) тата 


B.. anoe 
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<1+1 3 


(华罗庚 ,1963)， 由 (5-10) ， 欧 拉 序 列 (5-8),/.,,， 或 (1 +A) 
уо) , 当 h0 时 ;或 [1+ 二 ”f(x)， 当 nw 时 ， 其 中 
Дх) 即 第 二 方程 的 解 e*， 由 欧 拉 序列 造 出 


Бн (1+2): (5-11) 


їй, наана нв и (5-11). 
шз 加 到 第 二 方程 (5-3) ЖТА. BENA 
议 ， ШЖ е", я 
«уте тд), 
使 它 配 成 导数 的 形式 
(es))=0 
(其 中 用 到 微分 法 则 ) ， 这 样 才能 解 出 
є`"Д(х)=с 
或 
Дх)=се”. 
经 过 对 第 二 方程 (5.3) 试探 之 后 ， 实 已 包 含 一般 方程 (5-5) 
的 欧 拉 算法 
O Ха =f. telan ӘБ, hafla). 
© БЕ, С. Strang(1991) 说: 近代 数学 是 精确 公式 和 近似 计算 
A, РЫ ЖЕЦШ. 


5.2 二 阶 微分 方程 (牛刀 杀 鸡 


生命 科学 、 тааш вилает 


见 5.1 节 ， 物 理 、 工 程 (振动 和 波动 现象 ) 引出 二 阶 微分 方程 ( 牛 
顿 定律 是 加 速度 ， 不 是 速度 ) ， 如 初 值 问题 

rrF=0， 

Kazh, f(a)=m, 

其 中 ， 实 数 ">0， 由 于 我 们 只 知道 一 阶 方程 ， 若 引入 新 变量 
= 
ep 

并 采用 矩阵 记号 ( 华罗庚 ,1963 年 以 来 ) ， 则 二 阶 方程 (5-12) 能 变 

成 一 阶 的 矩阵 (两 行 两 列 ) 微分 方程 


(5-12) 


0 
Се -ol \ (5-13) 


С.в) (а)= Uosto), 
与 一 行 一 列 的 微分 方程 (5-3) 和 指数 解 (5-4) 相 类 比 ， 这 个 矩阵 
微分 方程 (5-13) 应 该 有 一 个 两 行 两 列 的 指数 解 
РИК + 

其 中 右 端 矩 阵 定义 为 级 数 〈 华 罗 庚 ，1963 年 以 来 ) 

eA 1 O) „(0 -r „(0 -ry af0 = 
рҮ ЛАЛ 
(5-14) 


| ы 
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但 是 如 何 认 出 振动 的 分 量 ! 


回顾 4. 5 节 的 欧 拉 公式 ， 当 时 利用 
=, 
把 e* 的 级 数 分 为 奇数 项 和 偶数 项 ， 从 而 认 出 余弦 和 正弦 


e po А Gai (i? +g Сауна GD 


= cosx + isinx. 


照 猫 画 虎 ， 现 在 应 该 利用 
0 -ry 

w К 
也 把 (5-14) 分 为 奇数 项 和 偶数 项 

fro 

Ка “(Р 小 |, 小 3 

о ғу «(1 оү pfr о 
4; Jih Jab ر‎ 

右边 第 一 项 认 出 为 余弦 函数 

ш, ° 


cos(ar*) 


右边 第 二 项 认 出 为 正弦 函数 


| Ы НЕЙ 小" 
| 


最 后 ，(5-15) 认 出 了 振动 解 
® cos(arm) risin(xr!) 
eli of = 
таат?) cos(ar*) } 
最 后 得 到 
eos(arf) -risin(xrt) кем, 
Co 人 | 


тайт) cos(ar*) 


f=focos (wr?) tnor вагі), 
l. = сонат) for sin (xr). 
虽然 用 矩阵 解法 ， 绕 得 太 远 了 ， 但 得 到 的 这 个 显 式 解 ， 能 直接 验 | 
证 它 的 确 满足 方程 (5-12)， 更 重要 的 ， 矩 阵 法 适用 于 大 方程 组 ! | 
刘 嘉 芭 说 ， 没 有 必要 绕 这 个 圈子， 直接 猜 一 下 ; | 
(шг! у =- rsin (arê), | 
(oar )" =- rcos(ar" ). | 
对 于 一 般 的 二 阶 微分 方程 | 
рату =0, 
ГНЕ e", ДА 满足 
РА? +дА +r =0. 
它 有 两 个 根 : 二 实 、 二 复 或 实 的 重 根 ， 相 应 于 增长 、 大 减 和 


М... ы 
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振动 . 


FE 


从 确定 性 走向 随机 ， 前 者 是 后 者 的 最 初 通 近 . 
G. Papanicolaou( 1973) 指出， 在 物理 、 工 程 、 经 济 、 生 物 和 
其 他 科学 问题 中 提炼 出 来 的 数学 模型 几乎 都 是 随机 而 不 是 确定 
的 ， 人 们 更 关注 的 是 事件 发 生 的 概率 而 不 是 每 个 偶然 事件 ， 绝 大 
多 数 的 数学 方法 都 是 基于 确定 性 的 模型 ， 但 是 变 成 确定 性 的 模型 
而 是 对 随机 问题 的 最 初 逼近 ， 而 且 也 是 合理 的 ， 以 上 探讨 的 是 具有 
确定 系数 的 二 阶 常 微分 方程 ， 但 是 能 够 将 其 推广 到 随机 系数 的 常 
微分 方程. 
另外 ， 二 阶 方程 还 有 边 值 问 题 ， 其 显 式 解 很 麻烦 ， 多 数 人 受 
不 了 ,不 如 暂时 放弃 ， 有 余力 者 可 读 布朗 (1978 ) 的 《微分 方程 及 
其 应 用 》 


附录 ”微分 方程 的 存在 定理 (初学 略 去 ) 


第 一 方程 的 存在 定理 


回 到 最 简单 的 微分 方程 : 
f'(x)=g(x), xela,b]; f(a)=a a) 
问题 ( 文 丽 ,1981) : 对 一 个 给 定 的 函数 e, ENESTE 


在 解 /? 当 解 存在 ， 是 否 惟一 ? 7* 

有 标准 的 答案 : 

当 g 一 致 连续 时 ， 

upperlg(x +h) -g(x) | <e, (A) <1 
(ОЧ h ЖЕЛ) TEE (1) 存在 惟一 解 上 此 时 由 基本 定理 可 知 这 一 
个 解 : 
Дэ) = Ne) + [асв 

HK G. Strang( 1991) ， 要 证 明 右边 积分 存在 ， 只 要 如 3.5 节 那 
样 ， 求 它 的 上 下 和 (要 用 连续 函数 的 性 质 )， 另 一 种 证 明 则 取 于 
柯 朗 (2001) ， 证 明 欧 拉 算法 (5-5) 得 到 的 序列 1/.| 在 闭 区 间 上 是 
一 致 基本 列 ; 

upper l/. (x) fal) | 
<(®-а)[« (#=®)+«. (#—°)]. 

先 承认 实数 的 一 个 性 质 ( 另 册 证 明 ) :基本 列 必 是 收 伍 列 . 

BERS.. Sa 都 是 连续 函数 ， 那么 由 上 述 得 到 的 一 致 收 化 性 可 
知 其 极限 了 仍 是 连续 函数 ， 并 且 由 欧 拉 算法 的 构造 可 知 了 满足 微 
分 方程 ， 从 而 基本 定理 成 立 - 

Bla = xo << <x, <x, =b, В =з, -an 欧 拉 算 法 
ШЕ: 

f(s) = Ка) + У g(x,)h + (5) (5 х), xe[x, 


(3) 


М... паян 


这 样 ， 针 对 该 前 分 ， 还 得 到 一 对 应 的 分 段 常数 函数 
к.(х)=к(х,,), selai). 

序列 |/.| 是 闭 区 间 上 的 一 致 基本 列 的 证 明 . 

首先 考虑 以 下 两 个 前 分 ， 剖 分 (a) 是 将 区 间 [a,5] 齐 分 成 n 个 
DE, MAb) ERRE a „ЈА т 个 小 段 ， 然 后 将 两 个 前 分 
的 分 点 合并 ， 得 到 一 个 新 的 前 分 ， 记 作 剖 分 (e) ， 显 然 剖 分 (e) 既 
是 前 分 (a) 的 加 密 ， 也 是 前 分 (b) 的 加 密 ， 利 用 这 三 剖 分 ， 我 们 容 
易 构造 各 自 的 欧 拉 序列 和 对 应 的 分 段 常数 务 数 (图 5-4). 


та) 


СА 


图 5-4 = 


现在 ， 换 个 角度 来 看 剖 分 (e ) 对 应 的 分 段 常数 函数 g。,,, 利 
用 前 分 (e) 是 前 分 (a) 的 加 密 这 一 性 质 , 它 在 剖 分 (a) 的 每 个 小 段 
上 仍然 是 分 段 常数 函数 ， 并 可 以 写成 等 价 形式 有: 
M х 落 在 剖 分 (a) Ж: +1 个 小 段 [xi,x,,)( 其 中 还 含有 剖 
分 (6) 的 节点 = <a, <a, <= <а, = 
jela), xelat); 
gaj rela 
(а), se 


ЯЗЕЙ a) 得 到 的 欧 拉 序 列 人 ЖИНА ( с) 得 到 的 欧 拉 序列 


大, 的 差别 是 
L -AD = Ў (ас) -Dh + (al) ж 
хека): 
其 中 ， 上 标 (a) 表示 针对 剖 分 (a) 求 和 ， 便 有 
о) -fl ا‎ -alh, + leta) -gl —*) 
< тах upperlg(€)- g(n)|(* ~a), xe [җ,җы). 
从 而 
эррег|/.(х)-/....(х) | (ba) ах upperle(é) -в(т)! 
b 
<(b-a)e (2%). 
其 中 利用 了 g 的 一 致 连续 性 (2). 
同 更， 还 可 以 得 到 
эррег/.(а)-/..(з)1 5(8 =a)e, (2 
于 是 就 有 
GAS 


Supperf.(#) -foal#) | + upper fe(#) -fal#) 1 
+@-)[&(#=) (05). 


ЯД, л, т EAKR, ВРА.) 是 一 致 基本 列 . 
于 是 就 能 找到 一 个 函数 (x) 使 得 


b-a) 
upperl fa) -S (a)l «е (2). (4) 


ШЕ 


数学 шаян 
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现在 只 剩 下 证 明 /满足 微分 方程 (1). 既然 对 所 有 的 nm, /,(а) 


| =а,@#/(а)=а. 因此 ， 只 需 证 明 /"(x)=g(x) ,ze [а,Ь]. 


SUEY f, 近似 满足 微分 方程 . 设 a<x<b,a<x -hs<b, 并 假 
ху. <x hx, x, x* 志 5， 见 图 5-5， 这 里 省 略 指标 п 使 得 


记号 简洁 . 
= 


mm 图 5$-5 小 区 间 


利用 人 的 定义 (3) 和 一 致 连 续 性 (2) 可 知 : 
Сх) Л.к В) а(х) В] 


Е ксы. л) (аы), та 
+ g(x) (a = xı) -g(x)h 

= | Š td -606 ЕР) 
+ (g(x) 600), -x № 


+ Саба) -g(x))(# = x) | 


< hmax! &(2)- g(y) | 
= к 
© ы 
Da (ag, 
oe We 


(5) 


|Кх)-/\х-Һ)-в(х)һ\ 
= |/,(х)-/,(«-һ)-к(х)А\ + Иа), 


+ f(x А) A 
(на) rza (E79) € 
«һе. Е (6) 


ЖФ п РК, 使 得 2e,( (6 一 a)/n)<he,(h) ,2( (b -а)/п)<һ. 

由 (6) 可 知 /一 致 可 导 ， 且 有 "=g， 这 样 ， 便 找到 了 微分 方 

程 (1) 的 解 ， 根 据 基本 定理 又 可 以 得 到 
Кх) = [ео +/а). 
以 上 是 由 我 的 学 生 谢 和 虎 和 陈 交 雁 帮助 推算 的 . 

最 后 证 明 解 惟 一 ， 假 设 有 另外 一 个 解 k， 因 为 (/ 一 k)' =g -g 
=бэә/-&=С, ЕН (а) = (а), RD fmk, ЙИ ТЕ 
一 性 

这 样 便 回答 了 本 章 一 开头 所 提出 的 问题 ， 我 们 把 它们 整理 成 
下 面 的 定理 

定理 Mite Ela, b] 上 一 致 连 续 ， 那 么 存在 惟一 的 可 微 
函数 

Ka) = [ев +а 
也 称 g О, =, /(а)=а. 

所 以 连续 函数 的 积分 存在 ， 特 别 1.6 1720 3.8 节 的 弧 长 

存在 . 


Te 世界 是 多 元 的 . 
元 微 积分 比 一 元 复杂 得 多 ， 本 章 讲述 可 以 照搬 的 那些 
6.1 格林 公式 
考虑 定义 在 边界 为 Әр” EEK D = [a,b] x [c,d] 上 的 
二 元 函数 (图 6-1): 
格林 公式 、 按 导数 定义 《2-1) , /和 分 别 是 y H x 的 偏 可 
微 的 函数 ， 于 是 
@ fs + els) y= (2E - аа, 
СС. 证 明 ”这 个 二 元 的 基本 公式 可 以 简化 为 一 元 的 基本 公式 : 
Д ©) 


NO) 


图 6-1 有 向 图 


[жее = Да) 
= Ќи) аз) 
= аф = раа) 
= Е 8(x,y)dy + Јо? 


= алав? 
= har)dy, 
即 
fei- fe 
ма, 


Б-р 


引 


== | ， MEIER 
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62 泰勒 余 项 


| 考虑 泰勒 余 项 ， 如 
R(x,y) 


sf) Дао) а) оа) =m) ао) 
Я 
SAED ао) Ааа) Ла) 


-a-d он) (7 E) 


т аа + | УФ, - f саа) 


-f оон) (其 中 用 到 图 6.2 ,图 6.3) 


[Eien sss] + f зда, 


абе) A 
EA 
оова 


[оова + ааыа 


+ Козо, (关中 用 到 图 6.4、 图 6-5)， 


“з 
yr ey) a) ar) 
图 6-2 各 点 关系 图 6-3 各 点 关系 
л карыт ә 
(Ж 
Б Л] 
图 6-4 各 点 关系 图 6-5 各 点 关系 
сеш Р | 
ә 
+ (x=) (ye)re zE tsn | 
аа), 


| 


5 


+ (7 一 如)upper 


|.| 


9 
+ (x = xo) upper! 


e | 


; 
* (Duper | f(a.) | 


гк 
|+ 


EE) 


Rl, E 
axay у 


topper| 32E cst) | емны) 
以 上 E 明 有 点 繁 ， 但 中 间 并 无 度 ， 是 自然 过 渡 ， 只 需要 耐心 
在 一 元 情形 ， 我 们 已 经 介绍 了 求 高 和 求 儿 长 的 积分 公式 ， 在 
那里 ， 我 们 利用 切线 斜率 /"(x) 。 而 不 是 抽 线 斜率 ， 来 求 高 /(x) 
及 其 弧 长 ， 现 在 看 看 如 何 将 这 个 切线 方法 应 用 到 多 元 微 积分 上 ， 
即 如 何 用 切线 斜率 来 求 二 元 情形 的 高 /xz,y) ， 以 及 曲面 面积. 


6.3 求 高 公式 
如 果 曲 面 表达 成 函数 fx,y)《 定 义 在 区 域 [a,z] х[5,у] E), 
那么 曲面 在 P、Q 点 的 高 度 差 可 表达 成 (图 6-6) 
у ЖК0)-/\Р)=/\Е)-/\Р)+/60)-/(®), 
она 这 时 只 需要 分 别 使 用 (3-8) 式 ， 即 可 


图 6-6 曲面 高 度 差 


ло -лР =f оа + f у). 
这 便 是 与 一 元 函数 相 类 似 的 “二 元 变 上 限 积分 ”公式 . 


64 求 面积 公式 


再 次 采用 微 元 法 ， 把 曲面 分 片 ， 在 一 片上 ， 曲 面 被 换 成 切 平 

面 (图 6-7), Wp 
А = 

而 不 是 制 平面 ， 上 面 的 几何 图 形 过 于 复杂 ， 为 了 看 清楚 它 的 本 来 
面目 ， 我 们 把 横向 和 竖 向 的 小 曲面 及 小 切 平 面 放大 ， 并 加 上 相应 
坐标 

现在 我 们 再 做 一 个 简化 即 4MPN 为 一 个 平行 四 边 形 ， 接 下 来 
就 是 在 三 维 空间 中 计算 AMPN 的 面积 了 . 利用 中 学 的 求 面积 公 
R, 可 以 计算 出 


图 6-7 曲面 与 切 平面 
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Suma = TEE x AxAy, 


下 面 只 需要 再 把 它们 加 起 来 ， 就 有 中 


s=[ METES) +(%) а. 


多 元 微 积分 ， 比 起 一 元 情形 ， 难 在 缺少 几何 直观 


90) 四 ”这 是 我 的 学 生 周 俊明 帮助 算 的 - 
©) 


先 有 猫 再 有 虎 . 
{|А 
照 猫 画 虎 ， 泛 函 室 间 ~ 平面 几何 ， 这 也 就 是 为 什么 数学 家 关 
秽 直 说 “ 泛 函 空间 是 平面 几何 "， 我 们 可 以 一 眼 认 出 泛 函 分 析 的 
真面目 


7.1 函数 和 向 量 


函数 空间 ( 赋 范 空间 和 内 积 空间 ) 对 于 初学 者 来 讲 过 于 抽 
象 ， 如 何 认 出 它 的 真面目 呢 ? 其 实 ， 它 在 平面 几何 ， 例 如 两 点 以 
直线 为 最 短 ， 还 有 三 角形 的 余弦 定理 中 ， 就 已 经 见 过 ， 所 以 ， 可 
能 通过 平面 几何 来 认 出 函数 空间 ， 这 里 以 几何 的 思想 代 共 分 析 的 
技巧 ， 一 眼看 穿 若 干 分 析 不 等 式 的 必然 性 ， 多 轻松 ! 


分 ( 照 猫 画 虎 ) ” 
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7.1.1 赋 范 空间 的 发 明 


中 学 已 开始 学 习 空 间 向 量 ， 那里， 一 个 向 量 由 三 个 分 量 
刻画 : 
S= Ф.А.А), 
并 带 有 长 度 ， 依 勾 股 定理 


м. 


6-06. бз, б), 
一 起 形成 了 一 个 三 角形 ， 见 图 7-1. 


ли 第 二 个 向 量 


图 7-1 两 条 向 量 


其 中 第 三 边 为 向 量 
S-80 -8 Ав. 5с). 
依 第 三 边 小 于 两 边 之 和 (两 点 间 以 直线 段 为 最 短 )， 有 三 角 不 
等 式 
@ 1/-к1 171+ lel. 
“© ш актив» 


2 
УС) 


мз җе 
Гато В (5 
( 仅 当 三 点 一 线 时 取 等 号 ). A 
代数 语言 启发 我 们 发 明 多 个 分 量 的 “向 量 ” Camamu 2\ | 
Ж), ， 以 及 建立 它们 之 间 的 关系 .例如 ， 当 
Shr Л, УЛ), EAB, ж, с”, б), 
作为 类 比 ， 这 两 个 多 分 量 的 向 量 也 应 该 各 有 长 度 


[И] Бл. lel Бе. 


根据 第 三 边 小 于 两 边 之 和 ， 感 觉 也 有 三 角 不 等 式 


这 是 武断 的 发 明 ， 以 后 再 给 予 严格 、 规 范 的 证 明 。 感 觉 在 前 ， 严 
格 在 后 . 

转折 点 在 于 把 函数 也 视 为 向 量 ， 先 看 一 个 =” 段 的 折线 函数 
(7-2). 


它 由 n 个 分 量 刻画 : 


SGi А. f 


BE... ыы 
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让 分 量 越 来 越 多 ， 极 端 状 态 便 视 为 一 个 函数 (图 7-3). 


o x 1 


т?з -Rint 


它 由 无 数 个 分 量 刻画 : 
л J=), Ost), 
Врат В IME, REEERE), + 从 0 跑 
#1. 
一 旦 函数 / 被 视 为 向 量 ， 其 长 度 类 比 为 


лї = лоас. 


另 一 函数 & 也 是 向 量 ， 
B=(g(t), Osis), 
第 三 个 向 量 
/-&=(/(ї)-в(), 0.1) 
的 长 度 也 应 该 小 于 前 两 条 的 长 度 之 和 ， 三 角 不 等 式 变 成 了 闵可夫 
斯 基 不 等 式 ， 


= 
x 
Oe ҮШ -ed Par < (rear + вау. 
KOG 


) © 是 先 一 眼 认 出 ， 再 给 予 严 格 、 规 范 的 证 明 .， 感觉 在 前 ， 严 格 
NG) 


在 后 . 
所 以 ， 大 学 (函数 .积分 ) 和 中 学 (向 量 ` 求 和 ) 有 得 


先 具体 后 抽象 ; 赋 范 空间 就 是 每 个 向 量 有 长 度 ( 又 称 范 数 ) ， 
两 个 向 量 之 间 有 三 角 不 等 式 ， ee тее Р, j 


何 性 质 ， 详 见 7. 1. 3 小 节 最 后 


7.1.2 内 积 空间 的 发 明 
两 个 向 量 , 1 和 8， 有 炎 角 9《〈 图 7-4). 


图 7-4 ж 
由 余弦 定理 得 
7-1 = NSU + el -21AN Пе соо, 
жй 
写成 代数 : 
Ла 
Уа 


В| 
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o [oeoa _ 


ло? [Г KOX 0 
分 子 为 新 出 现 的 数量 ， 成 为 向 量 了 Ж! к 的 内 积 ， 假 如 在 多 个 分 量 
甚至 无 数 个 分 量 的 空间 之 中 ， 仍 然 接受 

| солё! <1. 
我 们 就 必须 接受 施 瓦 欧 不 等 式 


|У/|=/ Л /У ж 
或 
рловоа |< {rea [eoa 

这 也 是 先 一 眼 认 出 ， 再 给 予 严格 、 规 范 的 证 明 .感觉 在 前 ， 严 格 
在 后 

所 以 ， 大 学 ( 函数、 积分 ) 和 中 学 (向 量 , 求 和 ) 有 何等 的 默契 ! 

内 积 空间 就 是 两 个 向 量 有 内 积 ( 详 见 7.1.3 小 节 ) ， 它 反映 
了 角度 的 余弦 <1( 指 绝对 值 ). 


7.1.3 证 明 
为 了 证 明 施 瓦 欧 ( 和 闵可夫 斯 基 ) 不 等 式 ， 引 入 一 个 简便 的 


(are nae 


ята SHAR 


Gd nz>0， (0. =f of 


Q, в) (е. Л 
+w, в) = (У, в) +09, 8), A 
(af, в) =а(7, к), a 为 任意 实数 . IN 


这 些 “ 实 数 乘积 ”就 能 保证 施 瓦 区 (和 闵可夫 斯 基 ) 不 等 式 . 为 
此 ， 首 先 定义 一 个 由 内 积 诱导 出 的 长 度 ， 又 称 范 数 1 .1 : 


GD = WI 
然后 ， 对 于 单位 向 量 / M g: 
IfI = lel =1. 
根据 内 积 的 性 质 : л» 


в 1 = ISI? #20,8)+ 11° =2[1 #(f,8)]>0, 
有 
19. plsi. 
对 于 非 单位 的 向 量 / 和 8&8， 根 据 内 积 的 最 后 一 个 性 质 ， 也 能 够 规 
格 化 : 
(чт тт)! 


或 者 
1. в) l< 17101. 
这 就 证 明了 施 瓦 欧 不 等 式 ， 这 里 以 代数 的 演算 代替 分 析 的 技巧 ， 
只 有 7 行 . KTERE! 
施 瓦 欧 不 等 式 又 导出 闵可夫 斯 基 不 等 式 ， 或 三 角 不 等 式 
\/-к1° = 11-207, е) + е1 
Л? +2 1/7111 +1Е1°* 


M... ARIRE 
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=( M+lel), 

所 以 ， 内 积 空间 诱导 出 赋 范 空间 ， 长 度 或 范 数 满足 
1120, Ml=0 f=0, 
lafi =lal lfl, VaeR, 

1+8 1 171+ 01. 
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一 个 重要 特例 就 是 两 个 向 量 M g EK: 
ло (1,8)=0 «э сод =0. 
这 时 有 勾 股 公式 (图 7-5): 
-el = |71? + el 
没有 正 交 条 件 ， 只 能 够 得 到 平行 四 边 形 恒等式 : 
17-12 =20/ +21 1°-1/+к1°* 
这 对 于 泛 函 分 析 中 某 些 收 全 性 (或 存在 性 ) 的 精确 论证 是 关键 
(7-6). 


| Z ў 
7 { 


图 7-5 直角 三 角形 图 7-6 平行 四 边 形 
(Оў. 正 交 的 概念 很 有 用 。 称 we Y 是 向 量 才 在 子 空间 Y 上 的 正 交 


(©, шя. 
03 CU-wB)=0， Vee, 


那么 ， 感 觉 应 该 是 子 空间 Y 中 最 靠近 了 的 商量 外 图 天 
Пел 1-71. Veger N 
AN 
ZN] 
2) 


(67 


ттл знан 


证 明 只 要 两 行 ， 基于 正 交 性 
О-е. 8-е) =0, 
变 得 Vg ү, 
Is-8 1° = If-el°+ le-ol > -ol 
上 述 正 交 和 最 小 性 质 使 偏 微分 方程 的 有 限 元 算法 变 成 了 几何 学 
(其 中 /是 微分 方程 的 真 解 ，V 是 有 限 元 空间 ，% 是 有 限 元 的 解 ， 
离 真 解 最 近 ，g 也 可 以 是 有 限 元 插值 )， 所 以 ， 学 习 一 点 泛 函 分 
析 的 思想 ， 有 助 于 对 分 析 学 的 理解 ， 值 得 ! 
到 此 ， 都 是 照 猫 (平面 几何 ) 画 虎 ( 泛 函 空间 ) ， 所 以 有 : 
泛 函 空间 = 平面 几何 . 
但 是 完整 的 泛 函 分 析 和 平面 几何 的 本 质 区 别 在 于 其 完备 性 : 
BRZM -平面 几何 = 完备 性 . 
《 它 使 更 多 的 微分 方程 获得 “广义 解 ") . 但 完备 性 难 ， 幸 亏 的 
是 本 章 主 题 ( 见 7.2 节 ) 不 用 它 ! 


也 可 以 参看 文献 亚历山大 洛 夫 等 (2001 ) 著 的 (数学 一 一 它 的 
内 容 , 方 法 和 意义 》 的 第 十 九 章 . 


7.2 抽象 微 积分 


现在 回 到 本 章 主题 ”什么 是 抽象 函数 几 x) 呢 ? 它 的 自 变 量 * 
仍然 是 实数 ， 但 取 值 于 线性 赋 范 空间 之 中 (特例 就 是 实 变量 的 向 量 
函数 )、 对 于 抽象 函数 ， 仍 然 有 微 积 分 ， 例 如 ， 微 分 还 是 (2-8) ; 

f(x +h)=f(x)=f'(E)h +(E,R)h, 
тас 其 中 相对 误差 按 范 数 (代替 绝对 值 ) 
FEM. 
积分 或 基本 定理 还 是 (3-6): 
f(b) - Ха) - E f'(E)h =(b - a) (E WFH), 
аад 
Eléh) WFH SeA) 

《 按 范 数 ). 

E “一 些 泛 函 分 析 教材 ( 如 Ljusternik (1965 ) ) 含有 抽象 微 积 
分 的 基本 定理 ， 其 证 明基 于 Hahn-Banach 定理 和 赋 范 空间 的 完备 
性 ， 然 后 还 要 利用 实 函数 的 微 积分 定理 ， 所 以 完整 的 证 明 是 非常 
长 的 ， 本 书 避 开 这 一 切 难点 ， 直 来 直 去 ， 几 行 推出 抽象 函数 的 基 
本 定理 ， 多 轻松 ! 


A 
(©З 附录 Агенор 
۸ 99) “数学 太 难 了 "， 数 学 家 华罗庚 说 德国 人 提出 专业 演讲 的 


5) 


为 例 


一 、 中 学 三 角 方程 


ель 
L ларек, 
x 


ЭК: Ла) ао x, JEP х 是 一 个 数 (图 7-8). 


图 7-8 直角 三 角形 
这 个 三 角 方程 何 用 呢 ? 不 必 砍 树 也 能 求 树 高 ! 


二 、 大 学 微分 方程 
有 三 种 方程 


或 连 你 自己 也 不 懂 ( 那 是 未 来 发 展 )。 下 面 以 微分 方程 的 计算 A | 


2\/ 


| ， таяне 
асса Mathematic 


1. 第 一 方程 


Елик (17-9) 


Гв). Kaza 
RUR: x)=? 
/ 
高 
тзэ MAME 


其 中 , /是 函数 ， 不 是 数 ， 这 就 是 最 简单 的 微分 方程 ， 是 中 学 三 
角 的 延伸 ， 有 着 最 明显 的 儿 何 说 明 . 
先 把 区 间 [a,x] 分 为 n+1 МЕ: 
= 
再 把 曲线 小 段 用 切线 代替 ( 包 络 ) ， 然 后 逐 段 求 高 (图 7-10)， 
看 图 识字 : 
h=fa), 
ЖЛ = tel t)ho, 
Аел +з), 
an fatela) А+ D (Dk 


图 7-10 欧 拉 折线 求 高 法 一 眼看 出 


称 为 欧 拉 折 线 法 ， 按 (3-4) 有 误 关 

Жа)-/ = Ж)-Жа)- F f'(xDh = Ch (2) 
mm, завдав. 

Ла) Ха) = ро). 

对 积分 计算 : 令 /=&，(2) 有 更 确切 的 估计 

fists = оь < у. М орет] 
( 按 绝 对 值 ) ,由 此 导致 最 优 网 格 ( 当 &' 大 , 取 记 小 )， 但 是 一 阶 精 
度 还 必须 改进 ， 如 中 点 (或 梯形 ) AR, EZM: FH 


公式 ( 中 点 和 梯形 公式 的 线性 组 合 ) ， 能 有 四 阶 精度 ( 见 第 4 章 附 
ж). 


2. 第 二 方程 


变化 依赖 于 现状 : 
Р) =) (x>0), f(0)=1. 


136 
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这 是 应 用 数学 (生命 科学 ,经 济 学 等 ) 最 重要 的 微分 方程 ， 也 用 欧 拉 
折线 法 ， 因 为 第 一 方程 (1) 的 右 端 g 被 换 成 未 知 的 /， 所 以 g(x,) 
只 能 换 成 已 知 的 /.: 
f=f(0), 
Лә =f. ЛА =(1 +Һ)/, =(1 +h)" fa 
=(1 +R) 
(用 (n+1)h=x) , 按 (5-10) 有 误差 
Жх)-, є-(1+һ)%&с 
《证 明 见 (5-10) ) 为 一 阶 精 度 , 对 微 积分 已 足够 : /"(z) Aa) (其 中 
Жх)=е' 是 第 二 方程 的 解 )、 对 数值 计算 ， 精 度 必须 改进 ， 见 泰 
勒 级 数 (4. 4 节 ). 
何 用 ? 用 于 人 口 普查 : 一 人 几 分 钟 普查 代替 了 亿 户 一 年 普查 
( 详 见 5.1.2 5%)! Р 
推广 : 更 一 般 的 情形 ， 包 括 第 一 、 第 二 方程 ， 为 一 阶 常 微分 
方程 : 


SDa), Ла) 
欧 拉 折线 法 其 实 已 含 在 第 二 方程 之 中 : 
f=f(a), 
=f. + a(x. fah f(x)? 


Sas 


只 可 能 有 一 阶 精度 ， 不 能 预报 天 气 ， 必 须 改进 ， 如 梯形 公式 ， 能 
有 二 阶 精度 . 


1"(x)=g(x), fa)=a, RDFA 
出 现在 物理 、 工 程 (牛顿 定律 是 加 速度 ,不 是 速度 ) 中 ， 是 过 М 
щн, HEE}, дзе, елита тат: N | 
法 ) 求 解 ， 愉 好 它 是 解 的 插值 (在 结 点 绝对 精确 )( 图 7-11). EN / 


有 限 元 解 《 有 限 维 向量 ) KM (ERRE) 
图 7-11 к 


三 、 专 业 ( 多 变量 微分 方程 ) | 


多 变量 复杂 多 了 ， 只 有 有 限 元 法 是 通用 解法 (图 7-12)， 详 
见 7.1.4 节 ， 但 在 结 点 不 可 能 精确 ， 精 度 必须 改进 ， 见 下 一 段 . 


@7 


图 7-12 有 限 元 法 
有 限 元 解 是 真 解 的 正 交 投影 ， 离 直角 最 近 〈 比 圈 什 更 近 )- 


B... RIRE 
дало Mathematic 
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四 、 最 新 成 果 及 未 决 问题 


第 三 方程 (3) 的 折线 法 在 结 点 绝对 精确 ， 可 惜 对 一 般 常 微分 
方程 不 成 立 ， 为 改进 精度 ， 折 线 ( 一 次 函数 ) 必须 用 高 次 (p 次 ) 
多 项 式 代替 ， 于 是 在 结 点 能 有 2p 阶 精度 (由 Douglas-Dupont- 
Wheeler 发 现 (1974) ). 

问题 : 对 多 变量 微分 方程 对 不 对 ? 前 30 年 只 做 到 p<3， 最 
近 才 有 人 ( 周 俊明 , 朱 起 定 和 魏 继 东 等 ) 向 P = 4 进军 ， 对 于 更 大 
Mp, MEER. 

这 个 证 明 非常 费劲 ， 常 人 无 法 读 懂 .有 一 种 间接 的 高 精度 方 
法 ， 是 将 有 限 元 解 跟 某 种 插值 相 比 较 ， 它 们 之 间 的 误差 便 有 高 精 
Ж. 这 一 方法 在 C. Grossmann-H. С. Roos-M. Stynes(2007 ) 的 教材 
中 已 有 证 明 ， 相 当 简 单 ， 有 可 读 性 . 也 见 Н. С. Roos-M Stynes- 
L Tobiska (2008) 的 专著 . 此 外 ， 更 一 般 的 讨论 见 J. Brandts- 
М. Krizek (2001 ) 的 综述 . 
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